Hans Walser, [20090331a]
Teilfolgen der Fibonacci-Folge

1 Worum geht es?
Wir wihlen aus der Fibonacci-Folge

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14
1 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55 | 89 | 144 | 233 | 377

Teilfolgen aus und fragen nach deren Rekursionsformel.
Die Ideen gehen auf Edouard Lucas zuriick.

2 Beispiele

2.1 Die Fibonacci-Folge
Die Fibonacci-Folge selber hat die Rekursion:

|fn+2 = fu41 T fn|

Es gilt die explizite Formel von Binet:

fo=k(e"=(-p)"), nen, == 5 1618, p==5 0618

Die Fibonacci-Folge ist auch fiir negative Indizes definiert:

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
-8 5 -3 2 -1 1 0 1 1 2 3 5 8

N
a
(o))

2.2 Teilfolgen mit nur jeder zweiten Fibonacci Zahl

Wir wihlen aus der Fibonacci-Folge nur jede zweite Zahl aus, erhalten somit die beiden
Folgen:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 | 34 | 89 | 233|610 |1597|4181 | 10946 | 28657
1 3 8 21 | 55 | 144 | 377|987 | 2584 |6765|17711 | 46368

=
N
a0

Beide Folgen haben dieselbe Rekursion, nédmlich: b,,,, = 3b,,.; —b,,
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2.3 Teilfolgen mit nur jeder dritten Fibonacci Zahl

Wir wihlen aus der Fibonacci-Folge nur jede dritte Zahl aus, erhalten somit die drei
Folgen:

3 4 5 6 7 8 9 10 11

13 | 55 [ 233 | 987 | 4181 |17711| 75025 |317811|1346269
21 | 89 | 377 |1597 | 6765 | 28657121393 |514229|2178309
34 | 144 | 610 | 2584 | 10946 | 46368 | 196418 | 832040 | 3524578

NPk |R
o|o|w|N

Diese drei Folgen haben dieselbe Rekursion, ndmlich: b,,,, = 4b,,.; +b,,

2.4 Teilfolgen mit nur jeder vierten Fibonacci Zahl

Wir wihlen aus der Fibonacci-Folge nur jede vierte Zahl aus, erhalten somit die vier
Folgen:

2 3 4 5 6 7 8 9 10

5 34 | 233 |1597|10946 | 75025 | 514229 | 3524578 | 24157817
8 55 | 377 258417711 (121393 | 832040 | 5702887 | 39088169
13 | 89 | 610 |4181 | 28657 |196418|1346269 | 9227465 | 63245986
21 | 144 | 987 676546368 |317811|2178309|14930352|102334155

WIN|[R|Rk |k

Die vier Folgen haben dieselbe Rekursion, nidmlich: b,,,, =7b,,,1 —b,,

2.5 Zusammenstellung
Wir haben der Reihe nach die Rekursionsformeln:

For2 = a1+ fn
b2 =3bpi1 — by
bypto =4by11 +bpy,
b2 =Tby 41— by,
Wir vermuten, dass die Formeln im ersten Koeffizienten die Zahlen der Folge

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14
1 3 4 7 11 | 18 | 29 | 47 | 76 | 123|199 | 322 | 521 | 843

haben und im zweiten Summanden ein alternierendes Vorzeichen. Diese Zahlen sind die
Lucas-Zahlen, benannt nach Edouard Lucas (1842-1891). Die Lucas-Zahlen haben die-
selbe Rekursion wie die Fibonacci-Zahlen.

Wir priifen die Vermutung am Beispiel, in welchem wir nur jede fiinfte Zahl der Fibo-
nacci-Zahlen nehmen. Diese Teilfolgen miissten der Rekursion b,,., =11b,,,{+b,,

geniigen. Das sieht so aus:
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2 3 4 5 6 7 8 9

8 89 | 987 110946 (1213931346269 | 14930352 | 165580141
13 | 144 |1597|17711|196418|2178309| 24157817 | 267914296
21 | 233 2584 |28657|317811|3524578| 39088169 | 433494437
34 | 377 {4181 | 46368 | 514229 | 5702887 | 63245986 | 701408733
55 | 610 |6765| 75025832040 | 9227465 | 102334155 | 1134903170

GOWIN|FP|FP|F

Die Vermutung ist bestitigt.
Wie lassen sich diese Vermutungen beweisen?

3 Beweis
Der Beweis lauft in drei Schritten.

3.1 Die Formel von Binet fiir die Lucas-Zahlen
Die Lucas-Zahlen [, lassen sich mit folgender Formel explizit erzeugen:

1++/5 —1++/5
znzﬁ”+@pfy neN, t=158 1618, p==5 0618

Beweis induktiv:

@)

ey

3.2 Quotientenfolge

3.2.1 Fibonacci-Zahlen

Die Quotienten aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen streben gegen den goldenen
Schnitt:

. f n+l
Iim 4= =1
n—soo Jn
Wir konnen die Fibonacci-Zahlen auch riickwarts laufen lassen und erhalten:
lim L2l = _p

oo i
n——oo Jn
Diese beiden Grenzwerte sind die Losungen der quadratischen Gleichung:

y*-y-1=0
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3.3 Fibonacci-Teilfolgen
Wir wihlen aus der Fibonacci-Folge Zahlen im Abstand k aus. Die Quotientenfolge

dieser Teilfolge hat die Limites y; = 7% und 7y, = (—p)k. Dies sind die Losungen der
quadratischen Gleichung:

(r=7*)(r-(=p)")=0
y? = (e +(=p)! Jy+ 7 (=p) =0

Vergleich mit 7/2 — py —q=0 liefert:

p=7"+(-p) =1

k k k k k
4=t () =-(1) () =~(-1)
1
Die Teilfolge hat also die Rekursion:

k
btz = b1 — (_1) by,
Damit ist die Vermutung bewiesen.

Die Uberlegungen sind unabhiingig von den Startwerten der Fibonacci-Folge und gelten
daher fiir jede Folge mit derselben Rekursion.

4 Variante
Wir arbeiten mit der abgeénderten Rekursion:

Apyd = 2an-i—l +a,

4.1 Die Folge
Aus a,,> =2a,, +a, ergibt sich mit den Stiitzwerten a; =1 und a, = 3 die Folge:

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 4 5 6
99 | 41| 17 | -7 3 -1 1 1 3 7 17 | 41 | 99

N
w

Die Folge, die iibrigens nur aus ungeraden Zahlen besteht, hat die explizite Formel:
e (CRa ()
Weiter ist:

lim &t — 142  und  lim &t -1-2

n—oo 9n n—s—oo n
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4.2 Teilfolgen
Wir wihlen jedes zweite Glied der Folge aus:

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-8119 | -1393 -239 | 41| -7 -1 1 7 41 | 239 | 1393
3363 577 99 17 3 1 3 17 | 99 | 577 | 3363

Beide Folgen haben dieselbe Rekursion, nidmlich: b,,,, = 6b,,,1 —b,,

Wir wihlen jedes dritte Glied der Folge aus:

2 3 4

17 | 239 | 3363
41 | 577 | 8119
99 |1393|19601

-4 -3 -2 1] o0
114243 -8119 | 577 [-41| 3
47321 | 3363 | -239 | 17 | -1

19601 | -1393 | 99 | -7 | 1

N|w|Rk |k

Diese drei Folgen haben dieselbe Rekursion, ndmlich: b,,,, =14b,,, +b,,

Wir wihlen jedes vierte Glied der Folge aus:

2 3 4
41 | 1393 | 47321

-4 -3 -2 -1 0
-9369319 | -275807 | -8119 | -239| -7
3880899 | 114243 | 3363 | 99 3 99 | 3363 |114243
-1607521 | -47321 |-1393| -41 | -1 239 | 8119 | 275807
665857 19601 577 17 1 17 | 577119601 | 665857

N|w(k |k

Diese vier Folgen haben dieselbe Rekursion, ndmlich: b,,,, =34b,,,.1—b,,

4.3 Zusammenstellung und Ubersicht
Wir haben der Reihe nach die Rekursionen:
Apyp =2ap41 tay
byto =6by 41 — by,
byto =14by 41 + by,
byio =34by 41 — by,
Beim Summanden mit b,, haben wir alternierende Vorzeichen, beim Summanden mit
b,,+ bilden die Koeffizienten die Folge

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
198 | -82 | 34 | -14| 6 -2 2 2 6 14 | 34 | 82 | 198

Diese den Lucas-Zahlen entsprechende Folge ¢, hat ebenfalls die Rekursion:

Cpe2 = 2Cp41 H ¢y



Hans Walser: Fibonacci-Teilfolgen 6/8

Thre explizite Formel ist:
Cn =(1+\/§)n +(1—\/§)n
Sie ist das Doppelte der Folge a,, .

Analog zur Fibonacci-Folge kann gezeigt werden, dass fiir eine Auswahl mit Abstand &k

aus unserer Folge a,, = %((1 +2 )n + (1 -2 )n) die Rekursion

k
bpyo = Ckbyy1 — (_1) by,

hat.

5 Verallgemeinerung
Die beiden Beispiele passen ins folgende allgemeine Schema.

5.1 Die Folge
Wir studieren eine Folge mit beliebigen Startwerten und der Rekursion:

a2 = Payy1 t4qay

5.2 Quotientenfolge

. . . . a
Wir bilden die Quotientenfolge Z” und erhalten:
n

An+2 — An+1 + an
An+1 An+1 Ap+1
An+2
_hte +
An+1 Prq n+l

an

Fiir die Grenzwerte y;, = lim Gutl gilt somit:
T n—teo

o1
7—p+qy
Y2 —py—q=0

Nun seien y; 5 die Losungen dieser Gleichung, also:

_ pryp°+g _ pp H4g

7= 2 und 72 2
Damit gilt:
2 2
. +yp2+4 . —p*+4
lim —an+1 = ’}/1 = —p p2 4 und lim —an+1 = ’J/2 = —P P2 q
n—oo 9n n—s—oo n

Ferner ist (Satz von Vieta):

2 2
pH\p +4q p—p +4q 2 2
Y172 = JZ Jz =%(p —(p +4q))=—q
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5.3 Explizite Formel
Die Folge a,, kann explizit angegeben werden durch:

anp = OC]/? + ﬁyg
Die Koeffizienten o¢ und f ergeben sich durch Einsetzen der Startwerte.

5.4 Analogon zu den Lucas-Zahlen
Die Folge

=Y +72
ist das Analogon zu den Lucas-Zahlen. Diese Folge ist ein Sonderfall von

a, = ayt + PBy5 und hat dieselbe Rekursion ¢,,» = pc,,41 + gc,, - Im Einzelnen ist:

G =p

2
¢ =p +2¢q

3
c3=p” +3pq

cy=p*+4p°g+2q°
5 3 2
cs=p +5p q+5pq
Co = pP+6pq+9p2q* +24°
c7 = p7 +7psq+14p3q2 +7pq3

5.5 Auswahl
Wir wihlen nun aus der Folge a, jedes k-te Element aus und bilden damit die Folge
b,, , also:
by = gy js J€10,1,..., k—1}
Es gibt also k verschiedene Folgen b,,, je nach Ausgangsindex j.
Dann gilt fiir die Folgen b,, die Rekursion:

k

by = Ckbyy1 — (_q) by,

5.6 Beweis
Es ist zu verifizieren:

k
b+ = Ckbms1 —(=q)" by,
k
A(m+2)+j = kD (m+1)+j ~ (~q) A+ j
Also:
k(m+2)+j k(m+2)+j _
oyy + By,

(7t art 0 T k)

(m+2) k(m+l)

k j j k 1)+ k 2)+j k k j k j
=0y, Ty [W{(}’z oy oy (e )+JVI2< + .B?’z(m+ i (—CI) (aylmﬂ + ﬁ?’zmﬂ)
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Somit bleibt noch zu verifizieren:

k 1)+j k 1)+j k km+j km+ j
0= Brirs" M oy Uk — (g (o + )

. . . . .
0=(rra) (3™ + (™ )= (=q) (o} + By

Wegen vy, = —¢ stimmt das.



