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1 Kiirzester Weg liber die StraB3e

Der kiirzeste Weg liber die Strae ist rechtwinklig zum Stralenrand. Warum spielt es
praktisch keine Rolle, wenn wir nicht so genau rechtwinklig iiber die Strafle gehen?
Beispiel: Die Strae sei 10 m breit. Wie viel ldnger wird der Weg iiber die Stralle bei
einer Abweichung gegeniiber dem rechten Winkel von a) 1°,b) 5°7

Bearbeitung

O

Der Weg liber die StraBe
Die Strafle habe die Breite d. Die Linge des schrigen Weges s ist:

Wegen

S, ) — -d C;S(¢)
sin”(9)
ist s’(%) =0 . In der Nédhe von % =90° ist die Funktion s(¢) daher sehr wenig sensi-
bel.

Ergebnis
a) As=1.5 mm

b) As = 38.2 mm

2 Sensibilitat

a) Eine Kugel habe einen Radius von 1m. Wie viel dndert sich das Volumen, wenn der
Radius um 1 cm vergroBert wird? Wie viel dndert sich das Volumen der Erdkugel
(Radius 6366 km), wenn der Radius um 1 cm vergroBert wird?

b) Eine Kugel habe einen Radius von 1m. Wie viel dndert sich der Umfang, wenn der
Radius um 1 cm vergroBert wird? Wie viel dndert sich der Umfang der Erdkugel
(Radius 6366 km), wenn der Radius um 1 cm vergroBert wird?

Ergebnis
a) AV, =0.127 m>, AV, = 509264 -10'% m?
b) Auj = Auy ~0.0628 m
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Bearbeitung
Zur Aufgabe a) gibt es zwei Losungswege:

1. Losungsweg: Differenz der Volumina: AV = 4Tn(r + Ar)3 _4m,3

2. Losungsweg: Oberfliche mal Dicke: Av = Amr? Ar

Der erste Losungsweg ist exakt, enthélt aber eine Differenz, was bei grolen Zahlen
(Fall der Erdkugel) computertechnisch zu so genannten Ausloschungseffekten und da-
mit zu falschen Resultaten fiihren kann. Durch formales Ausrechnen ergibt sich:

AV = 4?“(}’ + Ar)3 - 477‘;'3 = 4%(31’2&' +3rAr? + Ar3)

Damit konnen wir ohne Ausléschung rechnen.

Der zweite Losungsweg ist nur approximativ, fiir Ar << r ist die Approximation aber so
gut, dass dieser Losungsweg vorzuziehen ist. Mein Taschenrechner ergibt folgende Re-
sultate:

r=1m r =6366 km
Erster (exakter) Losungsweg AV; =0.12692 m> | AV, =~ 509264 -10'? m?
Zweiter (approximativer) Losungsweg | AV} = 0.12566 m> AV, =5.09264 - 10" m?

3 ,,Durchschnitts”-Quadrat

Vier Quadrate haben die Seitenlingen 4cm, Scm, 7cm und 8cm. Gesucht ist das
“Durchschnitts”’-Quadrat

a) beziiglich der Seitenlédnge.
b) beziiglich der Fléache.

¢) Kommentar?

Ergebnis
a) Durchschnittliche Seitenldnge = 6cm

b) Durchschnittliche Fliche = 38.5cm’

c¢) Durchschnittliche Fliche = 38.5cm” # 36 cm’=( Durchschnittliche Seitenliinge)®. Die
beiden Durchschnitte sind nicht kompatibel
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4 Mittelwertsatz

Lsin(x), x; =m und x, =4x.

Es sei f(x)z%x+ 3

3n

L 2n 4n

f(x)= %er%sin(x)
f(xz)—f(xl)‘

Nach dem Mittelwertsatz gibt es mindestens ein & e (m, 4x), so dass f’(&) = g
27X

Wie viele gibt es in diesem Beispiel? Welche sind es?

Ergebnis

3, ndmlich ST, 5T, 5T

5 ,,Null durch Null”

Bestimmen Sie lim

x—0

Bearbeitung

Excel liefert:

sin(x

)

mit Taschenrechner oder Computer.

X sin(x) sin(x)/x
1 0.84147098|0.84147098
0.5 0.47942554|0.95885108
0.25 0.24740396|0.98961584
0.125 0.12467473|0.99739787
0.0625 0.06245932{0.99934909
0.03125 0.03124491|0.99983725
0.015625 0.01562436|0.99995931
0.0078125 0.00781242|0.99998983
0.00390625 |0.00390624|0.99999746
0.001953125]0.00195312|0.99999936
0.000976563 | 0.00097656 | 0.99999984
0.000488281 | 0.00048828 | 0.99999996
0.000244141|0.00024414|0.99999999
0.00012207 |0.00012207 | 1.00000000
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6 ,,Null durch Null”

(5=

a) mit Additionstheorem

b) mit Bernoulli - de I’Hopital

Bearbeitung

a) lim (Sm(z")) = lim (—2 Si“(’“)c"s(")) = 1im (2cos(x)) =2

sin(x) sin(x)

x—0 x—0 x—0
b) lim (sifl(Zx)) — lim (2cos(2x)) —»
+—0\ sin(x) 0\ cos(x)

7 Bernoulli - de I’Hépital
lim |~ |=9
x—0 ( sin® (x) )

Bearbeitung
Wir wenden zwei Mal die Regel von Bernoulli — de I’Hopital an

3 2
I =i .3#):1' 6x =0
xf})[ sin?(x) ] XE)IB( 2sin(x)cos(x) xl_rﬁ)( 2 cos?(x)-2sin’(x)
8 Bernoulli - de I’Hopital
1im(x1n(x2)) =9
xd0
Ergebnis

11%(x1n(x2)) -0
p

9 Bernoulli - de I’Hopital

lim narctan (a tan(ﬂ)) =7
n—>e0 n

Bearbeitung

m| —L— af1+tan? (xr) J'I:J
lim (narctan(atan(%))) ~ lim arctan(atan(xrc)) _ X%O(H(atan()m))z ( )

n—>co x—0 X if})(l)
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Beispiel
Beispiel fir a=2.

Wert
3.869284276
4.428594871
4.840199694
5.142431687
5.366403834
5.534686509

9 | 5.663095979
10 | 5.762623072
11 | 5.840933638
12 | 5.903426536
13 | 5.95395224
14 | 5.995295073
15 | 6.0294969
16 | 6.058075888
17 | 6.082175852
18 | 6.102669438
19 | 6.120230309
20 | 6.1353843
21 | 6.148546112
22 | 6.160045968
23 |1 6.170149201
24 | 6.179070797
25| 6.186986322
26 | 6.194040205
27 | 6.20035208
28 | 6.206021677
29 | 6.211132644
30 | 6.215755534
31 | 6.219950176
32 | 6.223767562

=

O N[O |bh|Ww

10 Falscher Grenzwert
Es sei:

f(x)zx—x\/q

Gesucht ist der Grenzwert lim f(x) = lim (x — X4 /1 - %) .

X—>00 X—>o0

Falsche Uberlegung

Zunichst ist lim 1—% =1. Somit wird:
X—>o0

lim f(x)= lim (x—x\/q): lim (x—x)=0

X—>00 X—>00 X—>oo
Allerdings sieht der Funktionsgraf so aus:
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Funktionsgraf

1
Aus dem Funktionsgraf ergibt sich die Vermutung: lim f(x)= > Auch die Werteta-
X—yo0

belle bestitigt diesen Befund:

X f(x)
11.00000000
10|0.51316702

100 |0.50125629

1000 | 0.50012506

10000 0.50001250

100000 | 0.50000125
1000000 | 0.50000012

Wo liegt der Fehler?

Richtige Uberlegung
Die zweistufige Limesbildung ist nicht korrekt.

Erster Losungsweg
Wir formen den Funktionsterm um:

Damit wird:
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1 1

2

lim f(x)= lim
X—oo x—oo 1+ 1—%

Zweiter LOsungsweg

Wir formen das Problem mit der Substitution x = % um. Aus lim wird dann lim und

X—>o0 t—0
weiter:
_ 1=+/1-t
f(t)_ 1
Fiir lim ergibt sich eine ,,null zu null“-Situation; wir miissen die Regel von Bernoulli-
t—0
de I’Hopital anwenden:
-
lim =1L — jig 2050 1
t—0 ! t—0 1 2
11 Wer ist starker?
x 1000
a) lim (2—2)= b) lim ( x ):
X—>oo X X— o0 IOOIX
. x 100 _ . et | _
C) xlgllo(O.99 X )— d) xlf;(ln(x))_
Ergebnis
x 1000
a) 1im(2—2)=oo b) lim(x ):0
X—>oo X X—o0 IOOIX
. x 100 _ . e’ |- o
C) )612110(0.99 X )—0 d) )}f;(ln(x))_
12 Wer ist starker?
a) lim (i)= b) lim (i):
x—yo0\ 2" x—>o0\ 3"
. x| ) loga(x) _
©) )}f; (ln(x))_ ) xh_r)r;( n(x) )
Ergebnis
a) lim (i)zoo b) lim (i)zo
x—yo0\ 2" x—>o0\ 3"
. x° — oo . 10ga(x) _ 1
©) )}f;(ln(x))‘ d) )}f;( In(x) )~ Tn(a)
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13 Wer ist starker?
a) lim( N ): b) lim(\/;):

Y300 \ IN(X)

. In(x)
1 i S
o tim ()

I
(o
N
g
77N\
<)
aQ
S
—
=
~
N—
Il

Ergebnis
. X \o . Jx _
v lim (555 - o) tim (5]
. In(x)| . log,(x) _ .. -
c) xlgr; ( I ) =0 d) alglzo ( In(x) ) =0 (der einzige Gag bei diesen Aufgaben)

14 Wer ist starker?

n XZ
a) lim ! (1+ )] — b) lim (ln(1+x)) —
x—0 * x—=0 *
' 1n(1+«/§)] , (1n(1+«/§)]
¢) lim = d) lim =
x—0 * x—0 Jx
Ergebnis
n .X2
2) lim | - [+ )]_0 b) lim (“‘(1”)):1
x—0 X x—0 X
_(m(1+x) j , [ In(1+x) ]
¢) lim =oo d) lim =1
x—0 X x—0 \/;

15 Rund um die Eulersche Zahl

a) Berechnen Sie mit dem Taschenrechner (1 +i)n fir n = 1, 10, 100, 1000, 10000.

2n
Was ist lim ((1 + L)nj ?

n—>co 2n
b) Berechnen Sie mit dem Taschenrechner (1+%)" fiir n = 1, 10, 100, 1000, 10000.

Was ist lim ((1+%)n) ?

n—o°
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n

n
¢) Berechnen Sie mit dem Taschenrechner (1+L2) fir n = 1, 10, 100, 1000, 10000.

n
Was vermuten Sie fiir lim [(1 + %) ]?

n—oo n

n
d) Berechnen Sie mit dem Taschenrechner (1 + %) fir n = 1, 10, 100, 1000, 10000.
n

n
Was vermuten Sie fiir lim (1 + L) ?
oo Jn

Ergebnis

a) lim (1+§)"):\/—z1.648721271

n—o°

b) lim (1 + %)”j = e3 ~20.08553692

n—eo

n
¢) lim (1+L2) le
n—oo n
d) Folge divergiert.

Beweise
a) und b) sind Sonderfille von:

lim ((1+£)”): lim [1+%] =| lim [1+%] = ¢
n—eo " S>o0 a Ao g

¢) und d) sind Sonderfille von:

lim (1 + L)
n—oo n’

Dies beweisen wir wie folgt:

lim [(1 . L)"J _ eff’w(”]“(”})j

=< efallsa=1

oo fallsa <1
n]
1fallsa>1

n—oo n

Fiir den Exponenten erhalten wir:
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1 -1
n—oo n n—oo n n—oo n

1 nf 144 in17)
lim (nln(1+—a)) = lim | ——= |= lim | ————=
Nun wenden wir die Regel von Bernoulli — de I’Hopital an.

I (1+ —a) —an~ @1 o~ fallsa <1
n n —a —a+1
lim L—}_ lim | e | = lim(a” - ): | fallsa=1

1 -a
Nn—>o0 n—>co —n n—>oco 1+n
0 fallsa>1

n

Daraus folgt die Behauptung.

16 Rund um die Eulersche Zahl

Bestimmen Sie bei den folgenden Termen (soweit moglich) die Grenzwerte fiir
X— 400, x— —oo, x10und xTO:

1
a) e~ b) 1 c)

Ergebnis

1 1 1 1
a) lim (eszl, lim (eszl, lim(exj:oo,lim(ex):O
X—>oo X——oo XJ/O XTO

+ -1
+ -2
y=f(x)=er
1 1 1 1
1_ by l—ex 1_ X 1_ by
b)  lim|——|=0, lm |——]|=0, lim| —— |=—1, lim| —— |=1
2 1 4ex 7 1 +ex WO | 4ex X0 | 4ex
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y
+2
-1
————r——v// | | | |
I I I I I I
4 -3 2 - 2 3 4 x
+A1
+ -2
1
l1—ex
y=f(x)=—7
I+ex
X X
c) lim —oo | lim oo,
X—>o0 e_lxl e_l X—>—o0 e_lxl e—l
. X . X
lim , lim =0
xl0 e_lxl ~ xTo e_lxl -~
Y+ 40
- 30
-+ 20
+ 10
I I I I I I I I
-4 3 -2 -1 +-101
+ 20
+ -30
+ -40
i X
y=f(x)=—
el _ o1

17 Bernoulli - de I’Hépital

In der Vorlesung hatten wir das Problem lim (x2 ln(x)) =7 wie folgt behandelt:

xl0
1
. . I . - . 2
lim (x2 ln(x)) = lim n(lx) = lim| —* |=1lim (x—z) =0
xl0 ol 5 " ol 25 | xlo\~
X X
Bernoulli -
de I'Hopital

In der Pause tauchte dann die Frage auf, ob die Sache auch vertauscht angegangen wer-
den kann:
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In(x)

Zihler und Nenner haben dann beide den Grenzwert Null, also ist auch so die Regel von
Bernoulli — de ’Hopital anwendbar. Was ergibt sich?

lim (% n(x)) = 1im(#] =9

x10 xL0

Bearbeitung

x10 x10 In(x) ol - xl0

X

lim(len(x))zlim[ ﬁz] = lim| 2 |=lim (-2 In? (x))

2
Bernoulli - In” (x)
de 1'Hopital

Das macht den Kohl nicht fett. Es ist noch schlimmer geworden. Immerhin zeigt die
Grafik, dass 1irn(—2x2 In2 (x)) =0.
xd0

y= f(x) = 2x1n? (x)
18 Komplexe Zahlen: Rechenbeispiele
(3-30)+(1 +5i)=
(V2 +8i)-(v2-i)=
12—(L+5i)=
(V3+2i)(v2 +5i) =

1 s\
7(14 + 51) -
3420 _

2-3i

atbi _

b—ai
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Ergebnis
(3—3i)+(%+5i)= 3.5+ 2i
(V2 +8i) - (V2 -i)=-2v2+9i

12—(%+51)=11.5—5i

(V3+2i)(v2 +5i) = (Vo -10) +i(2v2 + 5V3)
7(ﬁ+51): 1+35i

342 _ 3+2i 243i _ 0+13i _
2-3i  2-3i 2+3i 449

a+bi _ a+bi b+di _ ab+a’i+b%i—ab _ -
- = " T = =1
b—ai  b—ai b+ai b2+a2

19 Konjugation
Machen Sie sich anhand von Beispielen und auch allgemein klar, dass das Konjugieren
mit den Rechenoperationen +, -, ¢, / vertauschbar sind. Es ist also zum Beispiel:

z+w=z7+w

20 Betrag

Welches sind die komplexen Zahlen mit dem Betrag 5, bei denen sowohl Real- wie
auch Imaginérteil ganze Zahlen sind?

Ergebnis
Es gibt 12 solche Zahlen, ndmlich:

w=3+4i, w=-3+4i, w=-3-4i, w=3-4i,
w=4+3i, w=—4+3i, w=—4-3i,w=4-3i,
w=5, w==5, w=>5i, w=-5i

Die reellen Zahlen sind ein Sonderfall der komplexen Zahlen (Imaginérteil Null), eben-
so die so genannten rein imagindren Zahlen (Realteil Null).

21 Betrag

Man mache sich klar, dass der komplexe Betragsbegriff mit dem Betragsbegriff bei re-
ellen Zahlen kompatibel ist.

Uberlegung

w401 =2 +0% =2 =|u
ju+0ij ]

Das Quadrat frisst das Vorzeichen.
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22 Betrag

Zeigen Sie: |zw|=|z||w|. Also: Der Betrag des Produktes ist gleich dem Produkt der Be-
trige der Faktoren.

Ergebnis
Sei z=x+iy und w=u+1v.

Dann ist einerseits |z| = wlxz + y2 und |w| =Vu® +v? , und daher:

el = \/(x2 + )’2)(”2 + Vz) = x2u? + x4 32 yh?

Andererseits ist zw = (x +1iy)(u+iv) = (xu— yv)+i(xv + yu). Daher ist:

law| = \/(xu— yv)2 + (xv + yu)2 = \/xzu2 —2xyuv + y 202 + x2v 2 + 2xyuv + y2u’®

= \/x2u2 + y2v2 + X2V2 + y2u2 = |Z||W|
23 Addition und Betrag

Sind die Operationen Addieren und Subtrahieren mit der Betragsbildung verstauschbar?
In Formeln:

?

|2+ =2 +[w]
?

|z = wl=lz]=[w]

Antwort
Nein. Es gelten die so genannten Dreiecksungleichungen:

|2+ wl <] +|w]

2= w]2 g = |w]

24 Rein imaginare Zahlen: Sind alle Rechnungen méglich?

Mit den reellen Zahlen allein kann man problemlos rechnen. Geht das auch fiir rein
imagindre Zahlen?

Antwort

Nein. Beim Multiplizieren ergeben sich nicht rein imagindre Zahlen (sondern reelle
Zahlen). On ne reste pas en famille.

25 Rein imaginare Zahlen: Welche Rechungen sind méglich?

Welche Rechnungen sind mit rein imagindren Zahlen moglich, so dass das Resultat
wieder eine rein imagindre Zahl ist?
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Antwort
Addition und Subtraktion

26 Satz von Vieta: Kubische Gleichung
Wie lautet der Satz von Vieta fiir eine kubische Gleichung von der Form:

x3+bx2+cx+d=0

Antwort
Falls a=1, so gilt:

b =—(x1 + Xy + )C3)
C=X1Xp +X1X3+ XpX3
d=—x1x2x3

27 Satz von Vieta: Gleichung vierten Grades
Wie lautet der Satz von Vieta fiir eine Gleichung vierten Grades von der Form:

x4+bx3+cx2+dx+e=0

Antwort

b:—(x1 +.X2+.X3+)C4)
C=X1Xp+X{X3+t X|Xq + XpX3+ XpXyq + X3X4
d=—(X1XpX3+ X1XpX4 + X1 X3Xy + XpX3X4)

€= X1X2X3Xy4

28 Imaginarteil
Wie ldsst sich Im(z) aus z und z berechnen?

Ergebnis

Im(z) =2

(z-2)

)
o =

29 Loésungsverhalten einer kubischen Gleichung
a) x> —6x2+11x-6=0

b) x> —5x2+8x—4=0

¢) x> —7x%+16x-10=0

Tipp: Eine Losung ist jeweils simpel.
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Ergebnis
a) x>—6x>+11x-6=0 = {1,2,3}

|
1
—_

y:x3-6x2+11x-6

Nullstellen von y= f(x)=x>—6x> +11x—6

b) x> -5x2+8x-4=0 = {1,2,2}, eine einfache Losung und eine Doppellosung

y
T 1

9

y=x3-5 X2+8X-4

Nulistellen von y = f(x) =x>—5x2 +8x—4

) X —T7x2+16x-10=0 = {1,3+1,3—1}, eine reelle Losung und zwei konjugiert
komplexe Losungen.

y
+ 2

y:X3-7 X2+16X-10

Reelle Nullstelle von y= f(x)=x>—7x? +16x—10
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30 Quadratische Gleichung

a) Welche quadratische Gleichung hat die beiden nicht konjugiert komplexen Ldsun-
gen x; =3+2iund xp =2-3i?

b) Welche quadratische Gleichung hat die Losungen x; =3 und x, =3+2i?

Ergebnis
a)  xP+x(=5+i)+12-5i=0 b) X%+ x(=6+2i)+(9+6i)=0

Nicht alle Koeffizienten sind reell.

31 Quadratische Gleichung

a) Welche quadratische Gleichung hat die beiden nicht konjugiert komplexen Ldsun-
gen 73 =3+4iund z; =-3+41?

b) Welche quadratische Gleichung hat die Losungen z; =0 und z, =1?

Ergebnis
a)  z2-8iz-25=0 b)  z2-iz=0

Nicht alle Koeffizienten sind reell.

32 Quadratische Gleichung
Gesucht sind die Losungen der quadratischen Gleichung 22 —6iz—13=0.

Ergebnis
71 =2+3i, zp =—2+3i

Losungsweg
Diskriminante D =(—6i)> 4 - (-13)=—-36+52=16 = +D=4.

=8 =243j, 5 =04 =043

33 Quadratische Gleichung
Gesucht sind die Losungen der quadratischen Gleichung 22— 4iz-53=0.

Ergebnis
71 =7+2i, zp =7 +2i

Losungsweg
Diskriminante D =(—4i)* —4-(=53)=—16+212=196 = +/D=14.
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4i+14 _
2
nicht konjugiert komplex.

T+2i, z2p = 4i-14 — _74 2i. Die beiden Losungen sind zwar komplex, aber

= )

34 Quadratische Gleichung
Gesucht sind die Losungen der quadratischen Gleichung:

2% —(6+2i)z+23-2i=0

Ergebnis
7 =4+51, zp=2-3i

Losungsweg
Diskriminante D= (6+2i)* —4- (23— 2i) = 36+24i— 4 — 92+ 8i = —60 + 32i.

Weiter ist |D| =1/4624 =68. Fiir die Berechnung des Argumentes ¢ von D ist zu beach-
ten, dass D im zweiten Quadranten liegt. Wir erhalten:

o= arctan(—%) +1 =2.6516

Fiir die Quadratwurzel der Diskriminante erhalten wir somit:

VD = w/@(cos(%) +1 sin(%)J: 2+8i

Daraus ergibt sich schlieBlich:

e 6+2iJ2rZ+8i _ 8+210i — 4450, 7,= 6+2i£2—81 _ 4—26i —9_3;



