Hans Walser

Mathematik 1 fur Naturwissenschaften

Bernoulli
Nicolaus
1623-1708
I
I | |
Jacob 1 Nicolaus Johann I
1654-1705 1662-1716 1667-1748
I_| I I
Nicolaus I Nicolaus II Daniel Johann II
1687-1759 1695-1726 1700-1782 1710-1790
|
I I
Johann III Jacob 11
1744-1807 1759-1789
Modul 104

Anwendungen der Differenzialrechnung.
Komplexe Zahlen



Hans Walser: Modul 104, Anwendungen der Differenzialrechnung. Komplexe Zahlen

Inhalt
1 FunktionSAiSKUSSION ......cccccuvviiiieieeieiiiiieieeeeeeeeeeitree e e e eeeeeeetarreeeeeeeeeeenrraeeeeseeeennns
1.1  Sensibilitdt der FUNKEION............ccooiiiiiiiiiiieei e
L.1.1  Kleine ADBICITUNG....cc.ueiiiiiieiiieiiieeite ettt ettt st e st
1.1.2  GroBe ADICITUNG ...ccoviiiriiieiiieeieeette ettt
1.2 Fehlerfortpflanzung .............coooiiiiiiiiiiiiiieeeee e
2 Mittelwertsatz fiir stetige FUNKtIONeN .........c..oovviiiiriiiiiniiiiiieiiiecceeee e
2.1 DUICHSCRIILL....vviiiiiiiiieiiieeee ettt eeeee e e e e e e e eennbrereeeeeeeennns
2.2 MIEIWETITSALZ ..veveeeiieeeeiiiieeeee ettt e e eeeecrrr e e e e eeeeetraereeeeeeeesnnsrrreeeaeeeenanns
3 WL ISt STATKET? ..vvveeiieiiiieeiiiieeeee ettt eeeerr et e e e e e eeetbraeeeeaeeeeeeenarsneeaeeeeeennns
3.1 Welches Wachstum ist am StATKSteN?.........cccccvuvveeiieeeiiiiiiiieeeee et eeeeeens
B30T BEISPICL cueiiiiiieeiee e st
4 UnbeStIMmEE GIENZWETLE .......vvveeeeeeeeeeiiirrreeeeeeeeeeiiirrreeeeeeeeseeiirsrereseeeesesssssreeseeeeeennns
A1 BISPICL .ottt et
4.2 VerallZemeINEIUNG ........ccoouiiriiiieriieeeiie ettt ertte et e et e st eestte e st e et e ssabeeseaeees
421 BEISPIEL c.uueiiiiiiiiiiie et
4.3 Der Satz von BERNOULLI - de L’HOPITAL .....cccvceeeiiieiiieecieeceeeeee e
S KompleXe Zahlen .......ccccoiiiiiiiiiiiiieeieeee ettt
5.1 Die imaginire EINNEIt.......c.ccoviiiiiiiiiiiiiiiiieeeeteeeeeeeete e
5.2 ReChENIEEEIN ....eiiiiiiiiiiiiie ettt
5.3 Quadratische GleiChuNgen..........cccceiiiiiiiiiiiiiieeeee e
5.3.1 Derharmlose Fall .......ccccveeiiiiiiiiiiiiiec e
5.3.2 Der SaAtZ VON VICLA.....ccccuvveeieeeeeieiiiiiereeeeeeeeeeeirreeeeeeeeeeeeeirrreeeeeseeeennnsnneeess
5.4 Der Fundamentalsatz von Gaull ..........cccccccoovviiiiiieeiieiiiiiiiiineeeee e
5.5 Die komplexe Zahlenebene ............ccoocueeiiiiiiiiiiiiiiiiieeeieeeeeee e
6 ZUSAMMENTASSUNG .....eeiiiiiiiiieiiee ettt ettt e et e e st e e st teesabeeesabeeesabeeesabeeenns
.1 SALZE.eeiiiiiiieeecieeeeee et eee et e e e et et e e e e e e e e eabra—aaaaeeeeenntrrraaaaaeaaas
0.2 FOIMEIN ...t e ee e et e e e e e e e e sararrreeaeeeens
6.3  Wachstum von FUNKHONEN ...........ccciuvviiieiiiiiiiieieeeec e
6.4 Komplexe Zahlen .........ccooouiiiiiiiiiiieiiieeieeeceeteeee et

Modul 104 fiir die Lehrveranstaltung Mathematik 1 fiir Naturwissenschaften

Winter 2002/03 Probeausgabe

Winter 2003/04 Fehlerbereinigung und Straffung

Winter 2004/05 Anderungen und Kiirzungen. Fehlerkorrekturen
Winter 2005/06 Fehlerkorrekturen

Winter 2006/07 MathType. Gedndertes Layout

Herbst 2007 Korrekturen

Herbst 2010 Kleine grafische Anderung

Herbst 2012 Kiirzungen und Erweiterungen (komplexe Zahlen)
Herbst 2013 Kiirzungen

last modified: 19. September 2013

Hans Walser
Mathematisches Institut, Rheinsprung 21, 4051 Basel
www.walser-h-m.ch/hans

ii

4
4



Hans Walser: Modul 104, Anwendungen der Differenzialrechnung. Komplexe Zahlen 1

1 Funktionsdiskussion
1.1 Sensibilitat der Funktion

1.1.1 Kleine Ableitung

y
A /' Kein
ﬂ
Ax

]

P x

Kleine Ableitung
Bei einer Funktion mit ,kleiner Ableitung f” ist Ay im Vergleich zu Ax klein. Die

Funktion reagiert nur schwach, eine grole Ursache hat nur eine kleine Wirkung. Die
Funktion ist wenig sensibel.

1.1.2 GroBe Ableitung

A

f' groB

O —P X
T/
GroBe Ableitung

Bei einer Funktion mit ,,groler” Ableitung f” ist Ay im Vergleich zu Ax groB. Die
Funktion reagiert heftig, eine kleine Ursache hat eine groe Wirkung. Die Funktion ist
sehr sensibel.
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1.2 Fehlerfortpflanzung
Aus

=g
f'(x0) Jim (o
ergibt sich:
Ay = f'(xp) Ax

Der Faktor f’(x() gibt also an, wie stark sich ein Fehler Ax beim x-Wert auf den ent-
sprechenden Fehler Ay beim y-Wert auswirkt.

2 Mittelwertsatz fiir stetige Funktionen

2.1 Durchschnitt

Bei einer kleinen Anzahl von Menschen gibt es in der Regel niemanden, der genau die
durchschnittliche Korpergrofle hat.

Wenn wir aber eine bestimmte Strecke mit variabler Geschwindigkeit durchfahren, sind
wir mindestens einmal (sogar mindestens zweimal, warum?) die Durchschnittsge-
schwindigkeit gefahren. Das liegt daran, dass die Funktion s(¢) stetig ist. In einem
Weg-Zeit-Diagramm ist die Geschwindigkeit die Steigung des Funktionsgraphen.

Da die Geschwindigkeit beim Start und am Ziel Null ist, sieht das so zum Beispiel aus:

As

C O » ¢
St‘arrt 7 n 5) Ziel

Weg-Zeit-Diagramm, s(f)
Die Steigung der geradlinigen Verbindung von Start zu Ziel entspricht der Durch-
schnittsgeschwindigkeit. Diese Durchschnittsgeschwindigkeit wird in den Zeitpunkten
t; und ¢, auch effektiv gefahren. Bei mehreren Rotlichtern oder beim Fahren mit sehr
unregelmédBigem Tempo kann die Durchschnittsgeschwindigkeit sogar viel ofter effek-
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tiv gefahren werden. Hingegen ist es nicht moglich, ausschlieBlich mit der Durch-
schnittsgeschwindigkeit zu fahren (warum?).

2.2 Mittelwertsatz

Bei einer stetigen Funktion f gibt es (mindestens) ein & zwischen x; und x,, so
dass:

f’(é) _ f(xz)_f(xl)

X=X

Geometrisch bedeutet das, dass es mindestens eine Stelle £ zwischen x; und x, gibt,
an der die Tangentensteigung gleich der Sekantensteigung fiir das Intervall [x;,x;] ist.

A

7 / x| g X >

Tangentensteigung und Sekantensteigung

Die Tangentensteigung ist f(§), die Sekantensteigung fxa)=r(n) :

X2 —X
Natiirlich sind auch mehrere passende &-Werte moglich.
y
A
7
P x
X1 T X2

Mehrere passende £-Werte
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3 Wer ist starker?

3.1 Welches Wachstum ist am starksten?
Fiir x — oo divergieren alle der folgenden Funktionen:

e Exponentialfunktionen: e*, a*

e Potenzfunktionen: x"

e Logarithmusfunktionen: In(x), log,(x)

Am stirksten wachsen aber die Exponentialfunktionen, dann folgen die Potenzfunktio-
nen und schlieBlich die Logarithmusfunktionen.

3.1.1 Beispiel

Wir vergleichen die Exponentialfunktion y =2" mit der Potenzfunktion (quadratische

Funktion) y = x? und der Logarithmusfunktion zur Basis 2,also y=1log,(x).
y g 2

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
y:zx 1 2 4 8 16 32 64 128 256
y=x2 0 1 4 9 16 25 36 49 64

yzlogz(x) -0 (0.0|1]|1.585| 2 [2.3219|2.585|2.8074 3

Offensichtlich wiichst fiir groBe x die Exponentialfunktion y=2" stirker als die Po-

tenzfunktion y = x2 und diese wiichst stirker als die Logarithmusfunktion y = log, (x) .

Vergleich
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Allgemein gilt:

Exponentialfunktionen: e’, a* wiichst am stéirksten
Potenzfunktionen: x" wichst mittelstark
Logarithmusfunktionen: In(x), log,(x) wichst am schwichsten

4 Unbestimmte Grenzwerte

4.1 Beispiel
Im Beispiel

tim (2]

haben wir fiir x =0 die ,,Null iiber Null*“-Situation. Aus der Situation im Einheitskreis

A

x (im Bogenmalf)

O

Situation im Einheitskreis
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wie auch aus der Lage der Graphen fiir y =sin(x) und y=x

Graphen fiir y = sin(x) und y = x

vermuten wir, dass fiir kleine x gilt: sin(x) = x und daher lim (%(x)j =1.
x—0

sin(x)

Auch der Graph der Funktion y = unterstiitzt diese Vermutung:

Tl

Graph der Funktion y = sm)gx)

Wir konnen diese Vermutung mit dem Mittelwertsatz beweisen. Der Mittelwertsatz
f)=flx)+rC & D(a—x)

"
& zwischen

X0 und x

lautet fiir die Funktionen y =sin(x):

sin(x) =sin(xg) + cos(&)(x — xg)
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Darin setzen wir nun x; = 0 und erhalten:

lim (%(’“)) - lim (%s(é)j —tim(cos( & ))=cos(0)=1
* )

x—0 x—0 -0

& zwischen

O und x

4.2 Verallgemeinerung
Wenn wir zwei Funktionen fund g mit f(xy)=0 und g(xq)=0 haben, so gilt:

lim (f (x)): lim (f (x0)*+/ ’<51>(x—xO))

x—)xo g('x) x—)xo g(xo )+g,(§2 )(.X—XO)

Dabei liegen &; und &, beide zwischen x( und x. Damit ergibt sich:

lim (f(x)): lim (f(xo)+f'(él>(x—xo)): lim (f'(én)_ f'(x)

X=X g(x) XX g(xo )+g’(§2)(x—x0) X=X 8'(&) 8'(xo)
lim (f(X)j _ [x0)
xoxp\ 8(x) ) &' (xo)

4.2.1 Beispiel
Was ist

lim (1n(1+2x)] _9
x—0 *

Fiir x =0 ergibt sich wieder die ,,Null iiber Null“-Situation. Auf Grund des Funktions-

graphen fiir y = m(lx;zx) :

[ B=]

In(1+2x)

Graph von y= p
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A In(1+2 . .
vermuten wir lim (wj = 2 . Nach unserer Verallgemeinerung gilt:
x—=0

lim (ln(l:Zx)j _ ﬁ _»

x—0 1
Wir konnen die Zahl 2 durch a ersetzen und erhalten:

lim (ln(l:ax)) _ a0 _ 4

x—0

4.2.1.1 Folgerungen

1 l1n(1+ax) lim (111(1:(1)())
lim ((1 +ax)x j = lim (ex ] = ex0 =e

x—0 x—0

Daraus ergibt sich:

lim ((1+%)") = lim ((1+am)51):e“

m—0

Also:

und insbesondere fiir a=1:

n—o°

e= lim ((1+%)")

Damit haben wir eine Moglichkeit, die EULERsche Zahl e zu bestimmen.
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Leonhard EULER, 1707 — 1783. Zeichnung von Bigna Steiner
Numerisch:

n (1 + %)n
10 1.1'0 = 259374246
100 1.01'% = 2704813829
1000 1.001'9% < 2716923932
1000000 | 1.000001'900000 _ 5 718280469
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Die Sache kann allerdings in die Hosen gehen, wenn man zuviel will:

suggeriert.

Es ist:

(1)

1

2.00000000000000000000

10

2.59374246010000000000

100

2.70481382942153000000

1000

2.71692393223552000000

10000

2.71814592682436000000

100000

2.71826823719753000000

1000000

2.71828046915643000000

10000000

2.71828169398037000000

100000000

2.71828178639580000000

1000000000

2.71828203081451000000

10000000000

2.71828205323479000000

100000000000

2.71828205335711000000

1000000000000

2.71852349603724000000

10000000000000

2.71611003408690000000

100000000000000

2.71611003408702000000

1000000000000000

3.03503520654926000000

10000000000000000

1.00000000000000000000

100000000000000000

1.00000000000000000000

Rundungsfehler wirken sich schlimm aus

Mein Taschenrechner gibt e = 2.718281828. Die Zahl e ist aber eine irrationale Zahl,
das heifit, ihre Dezimaldarstellung hat keine Periode, obwohl das der Taschenrechner so

10

e =2.718281828459045...
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4.3 Der Satz von BERNOULLI - de L’HOPITAL

Fiir zwei Funktionen fund g mit f(xg)=0 und g(xo)=0 gilt: lim
X=Xy

(f(X)j _ f(x)

g(x) ) &'(xo)

Dies ist ein Sonderfall des allgemeineren Satzes von BERNOULLI - de ’HOPITAL:

Es sei:
lim (f(x)) =0 (oder + <><>)
X=Xy
lim (g(x))=0  (oder +oo)
X=X
Dann gilt:
lim (M) = lim (ff(’“))
X=X g(x) x—xp '8 ()

Statt eines Beweises etwas Familiengeschichte.

Johann BERNOULLI gehorte zur beriihmten Basler Familie Bernoulli, welche mehrere
Mathematiker hervorgebracht hat.

Jacob I, Johann I und Nicolaus I lebten und wirkten hauptsichlich in Basel, Nicolaus II,
Daniel, Johann II und dessen S6hne Johann III und Jacob II in St. Petersburg.

Bernoulli
Nicolaus
1623-1708
I
I | |
Jacob 1 Nicolaus Johann I
1654-1705 1662-1716 1667-1748
[ I I
Nicolaus I Nicolaus II Daniel Johann II
1687-1759 1695-1726] |1700-1782 1710-1790
|
I I
Johann III Jacob 11
1744-1807 1759-1789

Familie Bernoulli, ohne Frauen
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5 Komplexe Zahlen

5.1 Die imaginare Einheit
Die komplexen Zahlen entstanden aus dem Bediirfnis, Wurzeln aus negativen Radikan-
den zu ,,ziehen*; etwa beim Losen quadratischer Gleichungen.

Definition:

Cz{z|z=x+iy,xe]R,ye]R,i2 =—1}

Die komplexen Zahlen sind also aus zwei reellen Zahlen zusammengesetzt. Dabei heif3t
x der Realteil von z und y der Imaginirteil von z. Schreibweisen: Re(z) und Im(z). Der

Imaginirteil ist aber auch eine reelle Zahl. Das i wurde von Euler als Abkiirzung fiir
»imagindre Einheit* eingefiihrt.

5.2 Rechenregeiln
Addition und Subtraktion sind einfach.

Beispiele:
(3+2i)+(2+51)=5+7i
(—2+8i)—(3-i)=—5+9i
Allgemein:
(x+iy)+ (u+iv)=(x+u)+(y+v)i
(x+iy)—(u+iv)=(x—u)+(y—v)i
Auch die Multiplikation ist einfach.
Beispiel:

(3+2i)(2+51) =6+ 151+ 4i+ 10
=6+151+4i-10=-4+19i
Allgemein:
(x+iy)(u+iv) = xu+ixv +iyu+ P?yv
= Xu+1ixv +iyu—yv = xu—yv +i(xv + yu)
Fiir die Division brauchen wir einen Trick mit geeignetem Erweitern.
Beispiel:

342i _ 3+2i 4-3i _ 18-i _ 18 _ 1 :

2 -5zl

4431 4431 4-3i 1649 25 25

Allgemein:

XYL Xy yeyi (xutyv)+i(—xv+yu)  (xutyv) . (—xv+yu)

u+vi  u+vi u—vi u2+v2 u2+v2 u2+v2
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Wir machen die wichtige Feststellung, dass die Resultate bei diesen Rechenoperationen
in jedem Fall wieder komplexe Zahlen sind. On reste en famille.

Das Vorgehen bei der Division gibt Anlass zu folgenden Definitionen:

Konjugation:

u—vi istdiezu u+vi konjugiert komplexe Zahl

Schreibweise: wu—vi=u+vi

Beim Konjugieren wird beim Imaginirteil das Vorzeichen gewechselt.

Betrag oder absoluter Betrag:

|w| = |u + iv| =vVu® +v? istder Betrag der komplexen Zahl w=u+1iv

Der offensichtliche Zusammenhang des Betrages mit der Formel von Pythagoras wird
in der geometrischen Darstellung in der komplexen Zahlenebene deutlich.

5.3 Quadratische Gleichungen

5.3.1 Der harmlose Fall

x2=Tx+12=0
Losung mit der Formel:

Losung mit Linearfaktoren:

5.3.2 Der Satz von Vieta

Eine Gleichung von der Form x2 +bx+c =0 habe die Losungen x; und x,. Wegen

x2+bx+c:(x—x1)(x—x2):0

folgt der Satz von Vieta:

In einer quadratischen Gleichung ax?+bx+c¢=0 mit a=1 gilt:

b=~(x; +x7)

C=X1Xp

Gilt das nun auch, wenn komplexe Losungen auftreten?
Beispiel: x2—4x+13=0
Die Diskriminante ist nun negativ: D=16-52=-36<0

Somit ist VD =+/-36 = 6i
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Fiir die Losungen nach der iiblichen Formel erhalten wir:

=401=2+3i und x,=450=2-3;

Die beiden Losungen sind konjugiert komplex. Tatsédchlich gilt:

X1

b :—(xl + )C2) =—4
c=x1xp=13
Der imaginédre Anteil fillt bei beiden Rechnungen heraus.

Wir sehen in diesem Beispiel eine Anwendung des Begriffs der Konjugation:

w+w=2Re(w)

— 2
ww = |W|

5.4 Der Fundamentalsatz von Gauf3

Eine quadratische Gleichung hat offenbar folgendes Losungsverhalten:
e Zwei verschiedene reelle Losungen

¢ Eine reelle Doppellosung (Vielfachheit 2)

e Zwei konjugiert komplexe Losungen

Dabei setzen wir voraus, dass die in der Gleichung vorkommenden Koeffizienten a, b, ¢
selber reell sind.

Dies lasst sich verallgemeinern:

Eine Gleichung vom Grade n mit reellen Koeffizienten hat insgesamt genau n Lo-
sungen. Diese konnen reell (mit Vielfachheiten) sein oder paarweise konjugiert
komplex.

Dieser Satz wurde von Gauf} in seiner Dissertation bewiesen. Er wird oft als Fundamen-
talsatz der Algebra bezeichnet.

Ist n ungerade, gibt es also immer mindestens eine reelle Losung, da die konjugierten
Losungen immer paarweise auftreten.
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5.5 Die komplexe Zahlenebene

Die Idee ist, Real- und Imaginirteil einer komplexen Zahl als x-Koordinate bezie-
hungsweise y-Koordinate eines kartesischen Koordinatensystems zu interpretieren. So
kann jeder komplexen Zahl ein Punkt in der zweidimensionalen komplexen Zahlenebe-
ne zugeordnet werden. Dies ist eine natiirliche Verallgemeinerung der reellen Zahlenge-
raden.

Die komplexe Ebene geht auf Gaul zuriick und wird deshalb oft als Gaufische Ebene
bezeichnet.

A

z=4+3i

)
N/

_(f >
Die komplexe Zahlenebene

Damit haben wir einen Link zur Geometrie.

Die Polarkoordinaten einer komplexen Zahl sind der schon bekannte Betrag der kom-
plexen Zahl sowie das Argument der komplexen Zahl.

A

z=4+3i1

Izl//

S
L ==
>

Argument und Betrag
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Es gelten die Formeln:

anfae(2) - 1]

=Re(@)’ + (im(2))” =z

Bei der konkreten Berechnung des Argumentes ¢ =arg(z) ist zu beachten, dass die ar-
ctan-Funktion auf einer tan-Funktion mit eingeschrinktem Definitionsbereich basiert.
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6 Zusammenfassung

6.1 Satze
Mittelwertsatz: Bei einer stetigen Funktion f gibt es (mindestens) ein & zwischen x;
und x,, so dass:

f’(é) _ f(xz)_f(xl)

X=X

Satz von BERNOULLI - de ’HOPITAL:

Es sei:
lim (f(x)) =0 (oder + oo)
X=X
lim (g(x))=0  (oder +oo)
X=X
Dann gilt:

im (f(x))= fim (ff(x))
X=X g(x) X=X 8'(x)

6.2 Formeln
Fehlerfortpflanzung: Ay = f’(xO)Ax

Eulersche Zahl e:

e= lim ((1+%)")z 2.718281828459045. ..

n—eo

lim ((1 + %)") = e

n—o°

6.3 Wachstum von Funktionen

Exponentialfunktionen: e’, a* wiichst am stéirksten
Potenzfunktionen: x" wichst mittelstark
Logarithmusfunktionen: In(x), log,(x) wichst am schwichsten

6.4 Komplexe Zahlen
C= {z|z=x+iy,xe]R,ye]R,i2 =—1}

u—vi istdiezu wu+vi konjugiert komplexe Zahl, Schreibweise: u—vi=u+vi

|w| = |u + iv| =vVu® +v? istder Betrag der komplexen Zahl w=u+1iv



