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1 Beispiele zu Extrema
Uberlegen Sie sich einige Beispiele aus Threr Umwelt, in denen Randextrema auftreten.

Ergebnis
- (offene Aufgabe)

2 Seemannsgarn

Cielo de los Angeles

Fiir das Hochseeschiff Cielo de los Angeles wird der Olverbrauch in Tonnen pro Stunde
nach der Formel

Olverbrauch = 0.9 +0.0025v2
berechnet; dabei ist v die Geschwindigkeit in Knoten.

a) Wie viel ist ein Knoten?

b) Welche Geschwindigkeit ist optimal?

Bearbeitung

a) Ein Knoten, Abkiirzung kt, ist eine Seemeile pro Stunde. Eine Seemeile (nautical
mile) entspricht einer Bogenminute auf der Erdkugel. Es gilt:

360° 2 40'000 km
90° 2 10'000 km
1°2111.1 km
1'21.851 km
Die Seemeile ist etwas groBer als die amerikanische Landmeile.

Ein Knoten ist also 1.851 kTm

b) Wegen ¢ = % ergibt sich fiir den Olverbrauch in Abhéingigkeit von s und v:
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£(5.)=(09+00025v% )¢ = (0.9+0.0025% ) = 522+ 0.0025v)

Bei gegebenem s muss also gelten:
|
) 0 0.9 i
2 £(s,v)=2(s(%2+00025v))=0
~92.+0.0025=0

14

— 09 _
V=, 0.0025 = 18.9739

Bemerkung zur Schreibweise der Ableitung: 8% f(s,v) bedeutet, dass wir die Funktion

f(s,v), welche an sich von s und von v abhéngt, nur beziiglich v ableiten (so genannte
partielle Ableitung). Dabei wird s wie eine Konstante behandelt.

Die optimale Geschwindigkeit ist also etwa 19 Knoten oder 35 km/h.

Die Abbildung zeigt die Funktion g(v)= % +0.0025v .

10 20 30 40 50 60 70

g(v)="22+0.0025v

Wir sehen, dass das Minimum wenig sensibel auf die Wahl von v ist.

Bei der optimalen Geschwindigkeit verbraucht die Cielo de los Angeles 1.8 Tonnen Ol
pro Stunde. Damit kann ein gut isoliertes Haus einen Winter lang geheizt werden. Al-
lerdings verbrauchen die Hochseeschiffe nicht gewohnliches Heizol, sondern Schwerdl,
das bei der Raffinerie von Rohdl anfillt. Trotz diesem enormen Verbrauch ist der
Schiffstransport 6kologisch die beste Losung. Die Cielo de los Angeles, ein eher mittel-
groBer Frachter, kann mit 1800 Containern beladen werden; das entspricht etwa 900
Giiterwagen.
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3 Extremstellen einer kubischen Funktion

Wir suchen die Extremstellen von f(x)= x> —3x+1.

Ergebnis
x =zl

4 Vier Beispiele in einem
a) Es sei b=1 und ¢ =1. Welches sind die Extrema der Funktion:

f(a)=3a® -7’ +12ac* —13b> +12¢3 + 8=

Ergebnis
Kein Extremum

f(a)

[

Kein Extremum
b) Es sei b=1und ¢ =0. Welches sind die Extrema der Funktion:

f(a)=3a> -7’ +12ac* —13b> +12¢% + 8=
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Ergebnis

a; =0 (Maximum), a, = % (Minimum)

1M 1(a)
T#P12.13

N
1
—_

|
1
—_

Zwei Extremstellen

¢) Essei a=1und c =1. Welches sind die Extrema der Funktion:

f(b)=3a> - 7a*b+12ac* =136 +12¢% + 8=

Ergebnis
Kein Extremum

Kein Extremum

d) Essei a=1und b=1. Welches sind die Extrema der Funktion:

f(c)=3a®-7d’b+12ac* =130 +12¢° + 8x
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Ergebnis

c¢; =0 (Minimum), ¢p = —% (Maximum)

-0.6667 /9.

Zwei Extremstellen

5 Umkehrbarkeit
Die Funktion fhat den Definitionsbereich D = [—2, 4] und die Funktionsvorschrift:

m—)f(x):%x3—%x2—x

a) Begriinden Sie, warum die Funktion nicht umkehrbar ist.

b) Welches ist der groBite Bereich D’ < D, so dass die Funktion in D’ umkehrbar ist?

Bearbeitung
Funktionsgraf

Funktionsgraf
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a) Exemplarisch: Die Funktion hat in D drei Nullstellen, némlich

{3—V4105 0, 210 } ~{-1.812,0, 3.312}.

b) Das ldangste Monotonie-Intervall in D geht vom Hochpunkt zum Tiefpunkt. Berech-
nung der Extrempunkte:

|

f’(x)z%xz—%x—1¥0 = x=-1 x=2

Somit ist D’ =[-1,2].

6 Umkehrbarkeit
Die Funktion fhat den Definitionsbereich D = [—2, 3] und die Funktionsvorschrift:

xl—)f(x):%(x3—x)
a) Begriinden Sie, warum die Funktion nicht umkehrbar ist.
b) Welches ist der groBite Bereich D’ < D, so dass die Funktion in D’ umkehrbar ist?

Bearbeitung
Funktionsgraf

Funktionsgraf
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a) Exemplarisch: Die Funktion hat in D drei Nullstellen, ndmlich -1, 0, 1.

b) Das ldangste Monotonie-Intervall in D geht vom Tiefpunkt ans rechte Ende. Berech-
nung des Tiefpunktes:

!
f’(x)z%(3x2 —1)=O = X =—\/I, Xy =\/%
Somit ist D’:[\/%, 3].

7 Extremalaufgabe
Gesucht ist das Maximum der Funktion:

fix— Yx
Bearbeitung
11
f(x)=¥x = e =)

g eiln(x)(;_;ln(x)+%%)= elln<X>xL2(1_1n(x))

eiln(x)%(l—ln(x))zo

——
#0

1-1In(x)=0
x=e
Im Funktionsgrafen ist das Maximum nur zu erahnen.

Y |
2....

1-...

0 t t t t t t t t t Ha-
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Maximum
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8 Monotonie-Intervalle

Es sei f(x)= %x + %sin(x) .

Y +a

Monotonie-Intervalle?
In welchen Intervallen ist die Funktion streng monoton wachsend?

Ergebnis

[%TH— 2km, d7+ 2kn}, kel

Losungsweg
Die Intervallgrenzen sind dort, wo die Tangente waagrecht ist, also die Ableitung ver-

schwindet. Aus f(x)= %x + %sin(x) folgt.

f(x)= % + %cos(x)
1

Die Gleichung Ly Leos(x =0, also cos(x =—L hat im Intervall 0,21| die Losungen
4 2 2

%n und %n, wegen der 2m-Periodizitit des Kosinus folgt die allgemeine Losung

[2n+2km, 4+ 2kn |, keZ.
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9 Taylorpolynom
a) Gesucht ist die quadratischen Parabel, welche die Sinuskurve an der Stelle xg = %
optimal approximiert.

b) Geht die Parabel durch den Koordinatennullpunkt?

a

Sinus und Parabel
Ergebnis
2 2
o o= F1+(-2) 42

b) nein, p(0) =—0.066 %0

10 Taylorreihe des Kosinus
Wie lautet die Taylorreihe fiir y = f(x) = cos(x) an der Stelle xo =0 ?

Bearbeitung
Wir erhalten zunéachst:

flx)=cos(x) = f(0)=1
f(x)==sin(x) = f(0)=0
fr(x)==cos(x) =  f7(0)=-1
f7(x)=sin(x) = f7(0)=0
fH@=cosx) = fD(0)=1

0 falls k ungerade
allgemein: f(k)(O) = <1 falls k : 4 aufgeht
—1 falls £ : 4 Rest 2 ergibt
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Daraus ergibt sich:

1.2 1 .4 1.6
=1—-= 4 - = +
cos(x)=1 ST g E
y
+3
+2
| | i
=27 = 4 -1 X
+ 2
+-3

Kosinus und Approximationen

11 Taylorpolynom

10

Gesucht ist die Polynomfunktion achten Grades, welche die Sinuskurve an der Stelle

X0=% optimal approximiert.

Ergebnis
R e R Lt A
Y13
+2
/\ T
o x 1, A
+ -2
+ -3

Kurve und Approximation

Bemerkung 1: Wir sehen hier erneut, dass sin(x) = cos(x - %

Bemerkung 2: Die Entwicklung

)

p() =14 (=2 + L (r-2) - L (r-2) 4 4 (x-2)

enthélt scheinbar nur gerade Exponenten. Tatséchlich ist es aber so, dass wir zwar be-

1Y

ztiglich (x — 5) nur gerade Exponenten haben. Sobald wir aber die Sache beziiglich x

ansehen, erscheinen auch ungerade Exponenten. Schon aus (

_n
)

2
) erhalten wir:
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Nun erscheint ein x.

12 Taylorpolynom

11

Gesucht ist die Polynomfunktion sechsten Grades, welche die Sinuskurve an der Stelle

X0 =3 optimal approximiert.

Ergebnis
A= 1) e 3 o o)’
Y43
+2

-TT £+

Kurve und Approximation

> restart:
pix)=taylor(sin(x),x=Pi/3,7);




Hans Walser: Modul 105, TAYLOR. Lernumgebung Teil 1 12

13 Wurzel und Taylor

Gesucht ist die Taylorentwicklung vierten Grades der Funktion x> Jx an der Stelle
xg =1. Wie stark weicht die Taylorentwicklung an der Stelle x =0 vom wirklichen

Funktionswert ab?

Bearbeitung
Ableitungen und Einsetzen von xy =1:

fW=vF=x = f)=1
fx)=3x

N —
~
~
—
—
N—
Il
2 [—

Wurzelfunktion und Taylorapproximation vierten Grades
Fiir x=0 erhalten wir p,(0)=1-1-1_1__5--35_02734375. Das ist die

2 8 16 128 128
Abweichung von Jo=0.

Bemerkung: Wenn wir bis zum Grad 250 entwickeln, sieht die Sache so aus:
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v

13

-1+

Ll

X

Wurzelfunktion und Taylorapproximation vom Grad 250
Wir sehen hier, dass der so genannte Konvergenzradius beschrénkt ist, in unserem Bei-

spiel ist er 1.

14 Taylorpolynom

Gesucht ist das Taylorpolynom 4. Grades an der Stelle x3=0 der Funktion

f(x) :cos(xz).

y

NA LI\ A

f(x) = cos(x 2)

ICARVA

BV

+ -2

Kurve

a) durch direkte Berechnung,

b) durch Verwendung der Taylorentwicklung von cos(x).
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Ergebnis
cos(xz) =1 —%x4

y
f(x) = cos 2)

LAY /\ A
ICAYARSVA

— 1 C—
1., g(x)=1-7 x

Kurve und Approximation

15 Taylorpolynom
Gesucht ist das Taylorpolynom 4. Grades an der Stelle x3=0 der Funktion

f(x)= (sin(x))z.

f(x) = (sin(x)) >

- T X

T+ -2

Kurve
a) durch direkte Berechnung,

b) durch Verwendung der Taylorentwicklung von sin(x).
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Ergebnis

(sin(x))2 N

f(x) = (sin(x)) >

- T X

+ -1 1
g(x) = X2 —§X4

T+ -2

Kurve und Approximation

16 Taylor-Polynom

. . . 2
Gesucht ist das Taylor-Polynom sechsten Grades der Funktion f(x)=(sin(x))” an der
Stelle xy =0. Es gibt zwei Losungswege.

Ergebnis

Direkt oder durch Quadrieren der Entwicklung von sin(x).
2 4 6

Pe(x)=x —%x + %x

17 Taylorpolynom 5. Grades
Gesucht ist das Taylorpolynom 5. Grades an der Stelle x3=0 der Funktion

FX)=(1+x)".
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Ergebnis
f(x)=(1+ X)_S ~1-3x+6x2—10x> +15x* - 21x°
y
+ 2
_1\7\
I . I i I
-1 1 2 3 4 x
+ -1
+-2
Funktion mit Taylor-Entwicklung
Bemerkung

Die vorkommenden Koeffizienten erscheinen auch im Pascal-Dreieck der Binomial-
koeffizienten. In der Taylor-Entwicklung haben sie aber ein alternierendes Vorzeichen.

Binomialkoeffizienten
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18 cosh und sinh

Die Funktionen cosh (Cosinus hyperbolicus, hyperbolischer Kosinus) und sinh (Sinus
hyperbolicus, hyperbolischer Sinus) sind wie folgt definiert:

—X

cosh(x)= exze_x und sinh(x)= ex_ze

cosh(x) und sinh(x)
Wie lautet die Taylor-Reihe fiir diese Funktionen fiir xy =07? Gibt es verschiedene Lo-
sungswege? Vergleich mit den entsprechenden Reihen bei cos und sin?

Tipp: Zuerst die Ableitungsregeln fiir cosh(x) und sinh(x) erarbeiten.

Ergebnis
gl 2,1 4,1 6, N 1 2%
cosh(x) =1+5x" + 52X +=55x" + _Z(Zk)!x
k=0
: 153,15, _N 1 2k
s1nh(x)—x+6x tp X T _Z(2k+1)!x

Bearbeitung

Aus cosh(x)= exze_x folgt (cosh(x))’ e e L sinh(x)

Aus sinh(x) = % folgt (sinh(x)), i ) L cosh(x)
Es ist also:
(cosh(x)), = sinh(x)

(sinh(x)), = cosh(x)
Wir haben also bis auf ein Vorzeichen dieselben Regeln wie bei cos und sin.

Taylorreihe fiir cosh an der Stelle x; =0.
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Erster L6sungsweg
Schema F (das heif3t tiblicher Weg)

cosh/(x) cosh(0)=1
(cosh(x)), = sinh(x) (cosh(O)), =0
(cosh(x))” = cosh(x) (cosh(O))” =1

Die Sache ist periodisch mit der Periodenldnge 2. Fiir die Koeffizienten q; in der Tay-
lor-Entwicklung erhalten wir daher:

L fallsk gerade

1 .k
a :Ff( )(x9) =1 ¥
’ 0 falls k ungerade

Somit ergibt sich:

oo

4l 2 1L 4 1 6 _ 12k
cosh(x)—1+2x tog X tae Xt + _kE;)(Zk)!x

Das ist bis auf Vorzeichen gleich wie bei cos.

Zweiter Losungsweg
Wir setzen die Taylorreihe

X _ 1.2, 1.3, 1. 4. .
e —1+x+2x +3!x +4!x +

et+e™”

der Exponentialfunktion in die Definition cosh(x) = ein. Dann ist:

X -x (1+x+lx2 1+ bt ~~-)+(1+(—x)+f(—x)2 +L(—xP+L(—x)*+ )

_e+te " _ 2 31T 4 2 31 41
cosh(x)— = 3
2(1+ix2 +Lxty )
- 27 4l —qaLl 21 4
= 5 =1+ > X + e +

Die ungeraden Potenzen fallen weg.

Fiir sinh kann analog vorgegangen werden.

19 Taylor-Reihe

Gesucht ist die Taylor-Reihe der Funktion f(x)=2" an der Stelle xj=0. Es gibt zwei
Losungswege; welches ist der einfachere Losungsweg?

Erster Losungsweg:
direkt
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Zweiter Losungsweg:

f(x)=2%=¢" In(2) , Entwicklung von e” beniitzen.

Ergebnis

2X

Il
»|_
=

=
—
=
—
\S)
N—
N—

20 Taylor-Reihe
Gesucht ist die Taylor-Reihe der Funktion f(r)=sin(ewr) an der Stelle #)=0. Es gibt
zwei Losungswege; welches ist der elegantere Losungsweg?

Bearbeitung
Erster Losungsweg: direkt

Zweiter Losungsweg: Entwicklung von sin(z) beniitzen, anstelle von ¢ den Term or
einsetzen.

Ergebnis

(o)

f(t)=sin(wr) =Y (<1)f ﬁ(wt)ﬂcﬂ

k=0

21 Ableitung von sinus

Zeigen Sie unter Verwendung der Taylor-Entwicklung, dass (sin(x)), = cos(x)

Ergebnis

: 1.3, 1.5 1.7
sin(x) = X=X+ 5 X7 =g x Eee

Ableiten der Potenzreihe ergibt:
1_3 2,5 4_17 6, _1_ 2,1 .4 léi---zcos(x)

—X +§X —?X T X +$X 61

22 Taylor-Polynom
Gesucht ist ein approximativer Wert fiir:

Anleitung: Verwenden Sie eine Taylorentwicklung 4. Grades fiir den Integranden.
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Ergebnis

1
2 2 _
—X 443 _
j e dr =483 20922916

Integral der Approximation
Die folgende Grafik zeigt das ,,richtige Integral (natiirlich auch nur approximiert).

»Echtes” Integral

23 Taylor-Polynom
Wie grof ist das Integral

2
J cos(x)dx
s

a) Exakte Berechnung (easy)

b) Verwendung einer Taylor-Approximation vom Grad 6

20
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Ergebnis
a)2

b) 1.999686203

Die Grafik zeigt Kurve und Approximation mit Integral.

21

+ 2

X

X

"2 24 720

+ -2

Approximation mit Integral

24 Taylor-Polynom

a) Gesucht ist das Taylor-Polynom dritten Grades der Funktion f(x)= L an der Stel-

b) Gesucht ist die Taylor-Reihe der Funktion f(x)=

le X0 =1.

Ergebnis

1

Jx

an der Stelle xp =1.

Jx
a) P3(X)=1—%(x—1)+%(x_1)2_%(X_I)S
\2
+ 1
I B M.
+ -1
+ -2
p3(x)=1-3(x=1)+ 3 (x=1)” = 5 (x=1)’
(2K)! k(o K
22k(k!)2( V) Gx=1)
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25 Taylor-Polynom

Gesucht ist die quadratische Parabel, welche den Einheitskreis im Punkt (0,-1) am bes-
ten approximiert.

Kreis und Parabel

Ergebnis

Pz(x)=—1+%xz

26 Mehrere L6sungswege

Gesucht ist das Taylorpolynom vierten Grades der Funktion f(x)=e¢?* an der Stelle
xp = 0. Es gibt verschiedene Losungswege.

Ergebnis

4
_ 2,4.3,2. 4_V\2* &
pa(x)=1+2x+2x t3xT+ 35X —kE;)k!x

Die Abbildung zeigt rot die Funktion und blau das Taylorpolynom.
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Funktion (rot) und Taylorapproximation (blau)

Erster L6sungsweg: Straightforward

f(x)=e* = f(0)=1

() =2 = f(0)=2

P=4 s 0)=4

£ (x) = 8e** = f7(0)=8

£ (x)=16e* = f(0)=16

fW(x)=2ke2r o AK(g)=2k

Damit erhalten wird das Taylorpolynom:
pa(x)= i zk—k!xk = 1+2x+%x2 +%x3+%x4 =1+ 2x+2x7 +%x3+%x4
k=0

Zweiter Losungsweg: Vorhandenes Wissen nutzen

ok
Wir kennen bereits die Taylorentwicklung: e* = Z %
k=0

Nun ersetzen wir x durch 2x und erhalten:

o k

k=0 k=0
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Dritter Losungsweg: Funktionsterm umformen

- 2
fx)=e> = (e =(2 k—k]

k=0

Es geniigt, in der Taylorentwicklung von e* = Z % bis zum vierten Grad zu gehen.
k=0

1.2,1.3, 1 4 121314_
(1+x+2x +6x +24x ) (1+x+2x +6x +24 )_

—1+2- x+(2 132142 +( 2. 134005, lxz)

6 2
1 1.3 1.2 1 2
+(2 24x +2-x- % +oXxTox )+h0hereG11eder
=1+2x+2x +ix3 + 2x + hohere Glieder

3 3

Vierter L6sungsweg: Die billige Tour mit CAS
MuPAD gibt:

f:=x->exp(2*x):
taylor(f(x),x=0, AbsoluteOrder=5);

1422422 +=F—+-7 4 ol x J

27 Andere Darstellung

Gesucht ist die Darstellung der Funktion f(x)= 3x% - 7x? +2x+1 in der Form:
f(x)= a3(x—1)3 +a2(x—1)2 +a)(x—1)+a

Ergebnis
Fx)=3(x=12+2(x=1* =3(x=1)-1

28 Eine Aufgabe mit steigendem Schwierigkeitsgrad, die aber immer

leichter wird

a) f(x)= 3x3 —7x% +2x+1. Gesucht ist zunéichst die quadratische Parabel, welche die
kubische Parabel von f an der Stelle x, =1 optimal approximiert. Zeigen Sie dann,
dass diese beiden Parabeln keinen weiteren Punkt mehr gemeinsam haben.
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y

Kurve und quadratische Approximation

b) f(x)= 3x3 —7x?+2x+1. Gesucht ist zunéichst die quadratische Parabel, welche die
kubische Parabel von f an der Stelle x; optimal approximiert. Zeigen Sie dann, dass
diese beiden Parabeln keinen weiteren Punkt mehr gemeinsam haben.

¢) Wird eine beliebige kubische Parabel an einer beliebigen Stelle x durch eine
quadratische Parabel approximiert, dann haben die beiden Parabeln keinen weiteren
Schnittpunkt mehr gemeinsam. Dies ist zu zeigen.

Tipp: Die kubische Parabel lésst sich in der Form
3 2
y=az(x—xg)"+ax(x—xp)” +a)(x—xp)+ag
darstellen.

d) Wird eine beliebige Parabel n-ten Grades an einer beliebigen Stelle x, durch eine

Parabel (n — 1)-ten Grades approximiert, dann haben die beiden Parabeln keinen wei-
teren Schnittpunkt mehr gemeinsam. Dies ist zu zeigen.

Ergebnis

a) p(x)= 2x? —7x+4. Die Gleichung f(x)=p(x) ist dquivalent zu (x — 1)3 =0.

b) p(x)=(9x¢— 7)x2 + (—9x(2) + 2)x + 3x3 + 1. Die Gleichung f(x)=p(x) ist dquiva-
lent zu (x— x0)3 =0.

¢) Aus y= f(x)=asz(x— x0)3 +ay(x— xo)2 +ay(x —xg)+ ag ergibt sich
p(x)=ap(x— x0)2 +ay(x —xq)+ ag. Die Gleichung f(x)= p(x) ist dquivalent zu
(x— x0)3 =0.

n n—1
d) Aus y=f(x)= D ar(x— xo)k ergibt sich p(x)= Y, a;(x - xo)k. Die Gleichung
k=0 k=0

f(x)= p(x) ist dquivalent zu (x —x)" =0.
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29 Null durch Null

lim [l—cos(xz)} _9
x—0 (sin(x))

a) Anwendung der Regel von Bernoulli - de I’Hopital

b) Geeignete Taylor-Entwicklung in Zdhler und Nenner

Ergebnis

lim [l—cos(xz)
x—0 (Sin(x))

Grenzwert = 0.5

30 Taylorentwicklung der Arcustangens-Funktion
Gesucht ist die Taylorentwicklung vom Grad 7 der Funktion arctan(#) an der Stelle
to = 0. Was ergibt sich, wenn der Wert ¢ =1 eingesetzt wird?

Bearbeitung

Wir erhalten der Reihe nach die Ableitungen (bis zum Grad 6 habe ich es von Hand
nachgerechnet):

restart:
for n from 1 to 7 do
Diff(arctan(t),t$n)=simplify(diff(arctan(t),t$n));

end do;
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1

1+t

E arctan(t) =

2
2t

d_za.r-:tau{t] =-
dt 1+t
3

2

d 2G3¢E-1)

Tmmﬂc[j_—,l

dr (1+)

) 24t -1

d_arctau{t]=-_—t ¢ -1
3 L4

dt {1+t

: _ 4 2
240t -10t +1
d_:arctau{t]= ¢ )

dt 1+t

&
20t (3t 1017 +3)

d _
_EHHM{T] =- =

dt 1+ tzj]

_ _ & __ 4 2
2007t -35t +21t -1
d__la_r-:tau{t]= { u _ )

o7
dt (1+t)
Fiir t =0 erhalten wir somit:

d d? da?

arctan(0)=10 —arctan(0) =1 ——arctan(0) =0 —arctan(0) = -2
dr dr? dr?

a* a> ds d’

— arctan(0)=0 —Sarctan(O) =24 ——arctan(0) =0 —7arctan(0) =-720

dt dr dr® dt

Fiir die Koeffizienten

erhalten wir:

kK012 3 4
ak‘010—§0

und damit die Entwicklung:
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1,3,1,5 1,7
st =5t

Die Figur zeigt die Graphen von Arcustangens und der Approximation.

arctan(t) =t —

]
|

-l
111 111111

2 E] 4
Taylor
Es ist offensichtlich, wie es weitergeht:
—1,3 S 1 2k+l
arctan(¢) = ¢ 3t + St Z 2k+1
Wegen arctan(l) = Z erhalten wir fiir # =1 eine Approximation von . Esist:
oo k
1,11 (=1)
=411 _14.. )= A
m=dfi-4+i-gt ) 4/{%21&1

Diese Formel geht auf Leibniz (1646-1716) zuriick. Die Reihe konvergiert nicht sehr
schnell.

for k from 1 to 20 do
p:=4*sum('evalf((-1)"n/(2*n+1))", 'n'=0..k):
print('n'=k,'Ndherungswert'=p);

od:

n =1, Néherungswert = 2.666666667
n =2, Néherungswert = 3.466666667
n =3, Néaherungswert = 2.895238095
n =4, Néaherungswert = 3.339682540
n =35, Néaherungswert = 2.976046176
n =6, Néaherungswert = 3.283738484
n =717, Néherungswert = 3.017071817
n =8, Néherungswert = 3.252365934
n =9, Néherungswert = 3.041839619
n =10, Néherungswert = 3.232315809
n =11, Néherungswert = 3.058402766
n =12, Néaherungswert = 3.218402766
n =13, Néherungswert = 3.070254618
n

= 14, Néherungswert = 3.208185652
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n =15, Néherungswert = 3.079153394
n =16, Néherungswert = 3.200365515
n =17, Néherungswert = 3.086079801
n =18, Néherungswert = 3.194187909

31 Taylor-Polynom der Ableitung
Eine Funktion f hat die Taylor-Polynom:

n

f(x)= 2 %f(k)(xo)(x— Xo)k

=0
Was kann iiber die Ableitung g(x)= f’(x) gesagt werden?

Eon

Bearbeitung
Wir konnen auf zwei Wege vorgehen.

a) Ableitung des Taylor-Polynoms von f:

g(X)=f’(X)z[§nl%f(k)(xO)(x—xO)k]
k=0

Da wir fiir k=0 in feine Konstante haben, féllt diese beim Ableiten weg:

g(x)=r(x)= ( i %f(k)(xo)(x—xo)k]
k=0

,f(k)(xo)((x—xo)k)’

Il
M=
>-|._

T
I

k-1

gf(k)(xo)k(x—xo)

Il
M=
»|._.

»
Il
—_

k-1

M=

ﬁf(k)(xo)(x—xo)

T
I

b) Direktes Vorgehen: Es ist:

n—1
’ k k
f(x)=g(x)= D, %8( ) (x0)(x~x0)
k=0
Man beachte, dass der Grad um 1 kleiner wird.

Nun ist aber g(k) = (f’)(k) = f(kH). Somit erhalten wir:

29
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f(x)=g(x)= nZ ﬁf(kﬂ)(xo)(x—xo )

=0

==~

Jetzt haben wir zwei Darstellungen:

)k—l

) s(0)= X s o)k xo

b) g(x)= Zﬁf(kﬂ)(xo)(x—xo)k

Die vermeintlichen Unterschiede sind ein Bezeichnungsproblem. Wir ersetzen zunéchst
in b) die Summationsvariable k durch k=i—1. Dann ist k+1=i. Weil k von O bis
n—1 lauft, lauft i von 1 bis n. Somit haben wir:

n

n—1 . .
8(0)= X 475 (v0)(x=x0)" = 2 i £ (x0) (- x0)

k=0 i=1
Wenn wir nun i direkt durch k ersetzen, erhalten wir die Version a).

32 Herleitung von Formein

Gesucht sind fiir |¢| <1 Formeln fiir:

YSkit=2 Y= Y= Y=
k=1 k=1 k=1 k=1

Tipp: Funktion f(q)= Z qk = & ableiten
k=1

Bearbeitung

fla)= 3 q" =%
k=1
Lflq)= X kg" ™ =1
k=1 1-q)

Weiter:
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g(q)=Y kg* =—1=
k=1 (1_‘1)

d < 2 k-1 _ l+g
d =N —_*tq
dq g(q) k§::1 q (1_61)3

Daher ist (Multiplikation mit g):

(o)

2
Z k2qk _ 49%q -
k=1 (I_CI)

Weiter:

[}

Wa)e S 2ok = ard’
(0= 2. (1-¢)°

k=1
AN N 3 k-1 _ l+dgtq?
dqh(q)_kglk q - (1—6])4

Daher ist (Multiplikation mit g):

i K3k = ariaed’
4
k=1 (I_Q)

Weiter:

. - 3 k +4q%+ 3
- £ -5
k=1 q
d . « 4 k-l l+llg+llg?+q°
—ilg)= ) k'qs " =—FT7——
dq ( ) kz:l (l_q)S

Daher ist (Multiplikation mit g):

i k4qk _ q+llq2+llq3+q4
- 5
k=1 (1-9)

33 Die Eulersche Zahl
In die binomische Formel

n
(a+b)" = Z (Z)an_kbk =a" +na" b+ —n(’;l) a"2b% + —n(n—l;(n—Z) a" 33+
k=0

setzen wir a=1 und b= %:
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ol = S0 o252
IS

Fiir n — o schlieBt nun Euler:

1

ezlim(1+ ) _1+1+ + [t

n—eo

n-1)(n-2)

o

3!

Zkv

(_

)3+...

32
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