Modul 105 Taylor



Ay

globales
Maximum
lokales
Minimum ’
_( X
a
globale  lokale
Maximalstelle  Minimalstelle
Sind wir auf dem Maximum?



a X Xy X3 Xy X5 Xg X7

Monotonie-Intervalle zwischen den Extremalstellen



Stationire Stellen:  f'(xy)=0

Extrema



Stationire Stellen:  f'(xy)=0

Konstante Funktion



Stationire Stellen:  f'(xy)=0

Terrassenpunkt



Auf der Suche nach Extremstellen:



Auf der Suche nach Extremstellen:

Randextrema




Auf der Suche nach Extremstellen:

(Relative) Randextrema




Auf der Suche nach Extremstellen:

Spitze, nicht differenzierbar

10



Auf der Suche nach Extremstellen:

Ny
+ 2
1, /

-1 1 2 3 4

Sprungstelle, nicht differenzierbar
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Auf der Suche nach Extremstellen:

Ny
1 ¢
-1 1 2 3 4 X

Klassischer Fall: Stationare Stelle
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Auf der Suche nach Extremstellen:

Vorsicht: Stationdre Stelle als Terrassenpunkt
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Sichere Extremalstelle:
Stationare Stelle mit
Vorzeichenwechsel der Ableitung

Ay

_ | L x
a /<0 f(x)=0 f'>0 b

f tallend f stationdr f wachsend

14



Zweite Ableitung

Ay positiver

Drehsinn

negativer
Drehsinn

> X

T ronn .

“ £’ wichst, “ £’ nimmt ab, b
daherist f” >0 daherist f” <0
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Zweite Ableitung

Ay positiver

Drehsinn

negativer
Drehsinn

> X

T ronn .

“ £’ wichst, “ £’ nimmt ab, b
daherist f” >0 daherist f” <0
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Zweite Ableitung

positiver
Drehsinn

“ £’ wichst,

daherist f” >0

> = Minimum
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Zweite Ableitung

positiver
Drehsinn

“ £’ wichst,

daherist f” >0

> = Minimum Umkehrung gilt nicht!
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> = Minimum

Umkehrung gilt nicht!
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> = Minimum

Umkehrung gilt nicht!
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> = Minimum

Umkehrung gilt nicht!
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> = Minimum Umkehrung gilt nicht!
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> = Minimum Umkehrung gilt nicht!

\ : f f(x)=x"
+2

f(x)=4x = f(0)=0
7(x)=12x* = f”(0)=0

1, Y=X Minimum bei x = 0, aber /”(0) = 0
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> = Minimum

1 Vergleich mit
Standardparabel

2

-I1 1I X y=X
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Zweite Ableitung

positiver
Drehsinn

negativer
Drehsinn

> X

“ £’ wichst, “ £’ nimmt ab, b
daherist f” >0 daherist f” <0

> = Minimum
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Zweite Ableitung

positiver
Drehsinn

negativer
Drehsinn

> X

“ £’ wichst, “ £’ nimmt ab, b
daherist f” >0 daherist f” <0

> = Minimum > = Maximum




Taylorpolynome und Taylorreihen

Idee:
Lineare Approximation
verallgemeinern

Brook Taylor
1685 - 1731
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

1
2

Entwicklung an der Stelle x5 = —

4 3 2 1 1 3
X
14

Approximation durch Konstante

One size fits all.
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

1
2

Entwicklung an der Stelle x5 = —

Lineare Approximation (Tangente)
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

1
2

Entwicklung an der Stelle x5 = —

Quadratische Approximation (tangentiale Parabel)
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

Entwicklung an der Stelle x = —%

Approximation dritten Grades
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

1
2

Entwicklung an der Stelle x5 = —

Approximation vierten Grades
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

1
2

Entwicklung an der Stelle x5 = —

Approximation flinften Grades
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

1
2

Entwicklung an der Stelle x5 = —

Approximation sechsten Grades
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

1
2

Entwicklung an der Stelle x5 = —

Approximation siebten Grades

35



Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

1
2

Entwicklung an der Stelle x5 = —

Approximation achten Grades
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

1
2

Entwicklung an der Stelle x5 = —

Approximation neunten Grades
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

1
2

Entwicklung an der Stelle x5 = —

Approximation zehnten Grades
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Formales

f(x)=f(xo)

(Grobe) Approximation durch Konstante
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Formales

/ (x ) ~ f (x()) (Grobe) Approximation durch Konstante

f(x)= f(x0)+ f(x0)(x— x0)

Lineare Approximation
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Formales

/ (x ) ~ f (x()) (Grobe) Approximation durch Konstante

f (X ) =~ f (x() ) +f ,(XO )(X — XO) Lineare Approximation

2

f(x)=f(xo)+ f(x0)(x=x0)+( ? )(x—xp)

‘Was passt hier? \
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p(x)= a + o (x—x0)+a2(x—x0)2+a3(x_x0)3+...

T T 0 1
flx0) £1x) ! !

‘Was passt hier? \

+an(x—x0)n

T
()
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p(x)=a0+a1(x—x0)+a2(x—x0)2+a3(x_x0)3+...

+an(x—x0)n
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p(x)=a0+a1(x—x0)+a2(x—x0)2+a3(x_x0)3+...

p(xo) =ag=1f (xo) (hatten wir schon)

+an(x—x0)n
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P(x)=ao+al(x—x0)+az(x—xo)2+a3(x—xo)3+“'+an(x—xo)n

p(xo) =ag=1f (xo) (hatten wir schon)

p’(x)zal +2a2(x—x0)+3a3(x_x0)2 _|_,,.+nan(x_x0)l’l—1
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P(x)=ao+al(x—x0)+az(x—xo)2+a3(x—xo)3+“'+an(x—xo)n

p(xo) =ag=1f (xo) (hatten wir schon)

p’(x)zal +2a2(x—x0)+3a3(x_x0)2 _|_,,.+nan(x_x0)l’l—1

P'(xo) =a; = f’(xo) (hatten wir schon)
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P(x)=ao+al(x—x0)+az(x—xo)2+a3(x—xo)3+“'+an(x—xo)n

p(xo) =ag=1f (xo) (hatten wir schon)

p’(x)zal +2a2(x—XO)+ 3d3(x_x0)2 4 ,,.+nan(x_x0)n—1
p’(xg)=a; = f"(xg) (hatten wir schon)

p//(x)zzaz +2-3a3(x—x0)+...+(n_1)nan(x_x0)n—2
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P(x)=ao+al(x—x0)+az(x—xo)2+a3(x—xo)3+“'+an(x—xo)n

p(xo) =ag=1f (xo) (hatten wir schon)

p’(x)zal +2a2(x—x0)+3a3(x_x0)2 _|_,,.+nan(x_x0)l’l—1

P'(xo) =a; = f’(xo) (hatten wir schon)

p//(x)zzaz +2-3a3(x—x0)+...+(n_1)nan(x_x0)n—2

|

p”(x0)=2ay =f ”(xp) (aus Systemgriinden)

48



p(x)=ay +a1(x—x0)+a2(x—x0)2+a3(x—x0)3+---+an(x—x0)n

p(xo) =ag=1f (xo) (hatten wir schon)

p’(x)zal +2a2(x—x0)+3a3(x_x0)2 +,,.+nan(x_x0)n—1

P'(xo) =a; = f’(xo) (hatten wir schon)

p”(x)=2a2 +2-3a3(x—_x0)-|-...+(n_1)nan(x_x0)n—2

|
p”(x0)=2a=/"(xy) (aus Systemgriinden) = a, =1 /"(x))

)

Vorsicht
Faktor
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p(x):a()+Cll(x—)€0)+a2(x—x0)2+a3(x—x0)3+...+an(x_x0)n
P(Xo)=ao =f (xo) (hatten wir schon)
p'(x)=a1+2a2(x—x0)+3a3(x—x0)2+...+nan(x_x0)n—1
p’(xo) =a=f ’(xo) (hatten wir schon)

p//(x)zzaz +2-3a3(x—x0)+...+(n_1)nan(x_x0)n—2

|
p”(xo)=2a=1"(xo) (aus Systemgriinden) = a, =3 /" (x)

n-3

p’”(x)z 2 -3as +---+(n—2)(n—1)nan (x—xo)
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P(x)=ao+al(x—x0)+az(x—x0)2+a3(x—xo)3+“'+an(x—xo)n

p(xo) =ag=1f (xo) (hatten wir schon)

p’(x)zal +2a2(x—x0)+3a3(x_x0)2 +,,.+nan(x_x0)n—1

P'(xo) =a; = f’(xo) (hatten wir schon)

p//(x)zzaz +2-3a3(x—x0)+...+(n_1)nan(x_x0)n—2

|
p”(xo)=2a=1"(xo) (aus Systemgriinden) = a, =3 /" (x)

n-3

p’”(x)z 2 -3as +---+(n—2)(n—1)nan (x—xo)

p'”(xo) =2 3a; _ f’”( X 0) (aus Systemgriinden)
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P(x)=ao+al(x—x0)+az(x—xo)2+a3(x—xo)3+“'+an(x—xo)n

p(xo) =ag=1f (xo) (hatten wir schon)

p’(x)zal +2a2(x—x0)+3a3(x_x0)2 +,,.+nan(x_x0)n—1

P'(xo) =a; = f’(xo) (hatten wir schon)

p”(x)=2a2 +2-3a3(x—x0)+...+(n_1)nan(x_x0)n—2

|
p”(xo)=2a=1"(xo) (aus Systemgriinden) = a, =3 /" (x)

n-3

p’”(x)z 2 -3as +---+(n—2)(n—l)nan (x—xo)

p”(x9)=2-3a3=f"(xy) (aus Systemgriinden) = a3 = 2% £7(x0)
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P(x)=ao+al(x—x0)+az(x—xo)2+a3(x—xo)3+“'+an(x—xo)n

p(xo) =ag=1f (xo) (hatten wir schon)

p’(x)zal +2a2(x—x0)+3a3(x_x0)2 +,,.+nan(x_x0)n—1

P'(xo) =a; = f’(xo) (hatten wir schon)

p”(x)=2a2 +2-3a3(x—_x0)+...+(n_1)nan(x_x0)n—2

|
p”(xo)=2a=1"(xo) (aus Systemgriinden) = a, =3 /" (x)

n-3

p’”(x)z 2 -3as +---+(n—2)(n—l)nan (x—xo)

p”(x9)=2-3a3=f"(xy) (aus Systemgriinden) = a3 = % £7(x0)

Allgemein:  aj = 2,3.41. ek f(k) (x()) 53



ag

‘k—te Ableitung\

= 2.3.41. ok f(k) (XO)
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‘k—te Ableitung\

A = 2.3.41. ok f(k) (XO)

Ap = 1.2.3.411. ok f(k) (x())
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1-2-3.4.

‘k—te Ableitung\

-k=k!  ("k-Fakultit")
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1-2-3-4- ... .k
21 =1e2 =2
3! =1e2e3 =06

k!

("k - Fakultit")
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1-2-3-4. ... .k

21 =102 =72

3! =1e2e3 =06

k!

("k - Fakultit")

>-
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1-2:3.4. oo k=Fk

21 =102 =72

3! =1e2e3 =06

4] = le2e3e4 =24

("k - Fakultit")

>-

o4
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1.2-3-4- -« -k=k!  ("k-Fakultit"

2 =1e2=2
pE

3! =1e2e3 =06
4] = 1e2030e4 =24
5!=120

7! =5040

6! =720 > *0
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1.2-3-4- -« -k=k!  ("k-Fakultit"

pr
20 =12 =2
pr
31=]1e2e3 =6
o4
4! = ]e2e304 =24
®5

5'=120

7! =5040

6! =720 >
p
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1.2-3-4- -+ -k=k!  ("k-Fakultit"

O::1 >’1
I'=1 >.2
p

20 =12 =2

o3
3! =1e2e3 =06

o4
4! = ]e2e304 =24

®5

5'=120

7! =5040

6! =720 >
p
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p(x)= f(x0)+ £ (x0)(x=x0)+ L £ (30) (x =50 )" +

L 17 (x0) (x=x0) -4 L £ (g ) (x = xg )

Taylorpolynom n-ten Grades an der Stelle x
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2

p(x)=f(x0)+ £ (x0)(x=x0)+ 5 " (x0)(x—x0)" +

+%f’”(x0)(x—x0)3 +~~+#f(n)(x0)(x—xo)n
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Taylorreihe

Der kleine
Unterschied
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Examples, examples, examples
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Examples, examples, examples

Taylorpolynom an der Stelle xy =0
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Examples, examples, examples

Taylorpolynom an der Stelle xy =0
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

f¥)=15=
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

Flx)=—L=(1-x)"
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

)= =(1-x)"
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

)= =(1-x)"
f(x)==-11-x)" (=) =(1-x)"

T

Innere
Ableitung
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

)= =(1-x)"
f(x)==-11-x)" (=) =(1-x)"

T

Innere
Ableitung

f(0)=1
f7(0)=1
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

F()= = (1-2)"
£ =112 2 (1) = (1-2)
F(x)=-2(1- ) () =2(1-2)

a9

Innere
Ableitung

f(0)=1

17(0)

1
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

F()= =12
F(x)=1(1-2) 2 (1) = (1-x) 2
F(x)=-2(1-x) () =2(1- )

a9

Innere
Ableitung
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

Innere
Ableitung




Entwicklung an der Stelle x5 =0

F()= e =(1-x)"

F(0) =100 (1)=(1-2)"
() =201 -2 (=) =2(1-x)"?
() ==3-2(1- 0 (1) =2-3(1- )

Innere
Ableitung
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

1—x
F(x)=-1(1=x) 2 (-1) = (1-x)7
F(x)==2(1-x)" (-1)=2(1-x)7
F7(x)=-3-2(1-x)"(=1)=2-3(1-x)""

allgemein

£ (x) = k11— )7+
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

1—x
F(x)=-1(1=x) 2 (-1) = (1-x)7
F(x)==2(1-x)" (-1)=2(1-x)7
F7(x)=-3-2(1-x)"(=1)=2-3(1-x)""

allgemein

FO ) = k(1 -2



AR (x) = k(1= x) 7!
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59 (0)= k!

k11— x) !
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59 (0)= k!
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86
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pl(x)=1+x
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pa(x)

:1+x+x2+x3+x

91

4



fx)=1%

n
p(¥)= 3 Ak =1t x e e a”
k=0

1 2

f(x)=gz1+x+x +x0 4t X

Erinnerung: 1+q+q2+...:_

l-¢
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Examples, examples, examples

f(x)=In(x)
Taylorreihe an der Stelle x =1

A

Warum
nicht 0?
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Examples, examples, examples

f(x)=In(x)

Taylorreihe an der Stelle x =1

A

Warum

nicht 0?
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Entwicklung an der Stelle  xy =1

f(x)=1In(x)
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Entwicklung an der Stelle  xy =1
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Entwicklung an der Stelle  xy =1
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1

Entwicklung an der Stelle x

f(x)=1In(x)
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Entwicklung an der Stelle  xy =1

AN N N N N

N N N N N’
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Entwicklung an der Stelle  xy =1

AN N N N N

N N N N N’

100



Entwicklung an der Stelle  xy =1

1
=
—
Q_d3
R -
—
DV

AN N N N N

N N N N N’
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Entwicklung an der Stelle  xy =1

O — _
I I I
VN N VN
— Yo o
N N N

1
=
—
Q_d3
R -
—
DV

AN N N N N

N N N N N
N\ N
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Entwicklung an der Stelle  xy =1

—
q
j
—~
—
— _
- — _ N—"
I Il I I
N —— N —
— — — —
S N p — S
3 N
~

1
=
—
Q_d3
R -
—
DV

AN N N N N

N N N N N’
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Entwicklung an der Stelle  xy =1

— Yo o o o
N—" N—" N—" N—" N—"
N

AN N N N N

N N N N N
N
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Entwicklung an der Stelle  xy =1

N

o

—~

T 9

N NS

e

p— e

— _ _

O Y _ N N’
|| [l || [l |l
A~~~ ~~ N
11111
N N N’ N N
s A — I
~

Y

x

—~

0 cn

= L

—

N NN

_ _ _ _

x x N N’

N N N N N’

(1) (k=1)

%/_/

alternierendes
Vorzeichen

allgemein:
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Entwicklung an der Stelle xy =1

FO )= (=) (k- 1)
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Entwicklung an der Stelle xy =1

FO )= (=) (k- 1)

Ay =%f(k)(xo)
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Entwicklung an der Stelle xy =1

W= ey =41

ay :%f(k)(X())
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Entwicklung an der Stelle xy =1

O = - ar =L(=1)"" fir k>0

a =% 1) (xp)
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Entwicklung an der Stelle xy =1

O = - ar =L(=1)"" fir k>0

a, =L 1% () | ap=0 weil £(1)=1In(1)=0
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Entwicklung an der Stelle xy =1

k

0= k- a =+ fir k>0
- =
ag =0 weil f(1)=In(1)=0

Entwicklung an der Stelle x, = 1
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i

U

n(x)=(x-D)-1(x-12+iGx-1)P - L(x-D*+L(x=1° -L(x-1)° £

CAS p(x):=taylor( In(x), x=1, 7);

____1 2 | B 3_1
p(x) =x—1 j(.r 1) +§(.r 1) T

(x— 1)4%(;{— 1)5—%(;{— 1)6 +
O((x—1)7)

120



In(x) =

(x-D=L(x-1?+1ix-1P - L(x-1)* +L(x-1) -L(x-1)° +--.

2 3 4 5 6

Entwicklung an der Stelle x, = 1

CAS

!

p(x):=taylor( In(x), x=1, 7);
T P T T
p(x) =x—1 > (x—1)~+ 3 (x—1) T

(x— 1)4%(;— 1)5—%@— 1)6 +
O((x—1)7)
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Examples, examples, examples

flx)=¢e

Taylorpolynom an der Stelle x, =0
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Entwicklung an der Stelle x5 =0
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

flx)=¢" f(0)=1
f(x)=e" f(0)=1
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Entwicklung an der Stelle x5 =0

flx)=¢e f(0)=1

f'(x)=e* f'(0)=1
£ (x)=¢" 7(0)=1
f(x)=¢" f7(0)=1
allgemein

£ (x) = e 8 (0)=1
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n
X

1
n!

S SE RN

1
2

xk=1+x+

1
k!
0

n
k=

)

X

(

P

n
X

1
n!

X2 L

1
2

et =1+ x+
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

y 34

Approximation durch Konstante

¥ = l+x+dxt 4Ly

n
2 6 m>
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

y 34

Lineare Approximation (Tangente)

¥~ l+x+dxt 4Ly

n
— X
2 6 n! 128



Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

y 3}

-1 X
21
31

Quadratische Approximation (tangentiale Parabel)

¥ = l+x+dxt 4Ll 4y

n
— X
2 6 n! 129



Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

y 34

Approximation dritten Grades

Vel it el g ]

n
2 6 m>
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Beispiel : Exponenzialfunktion y= f(x)=e"

y 34

1 X
24
31
Approximation vierten Grades
Sl R T T e U L 31

2 6 24 n!



Taylor-Reihe

¥ =1+x+ix?+ L3+ Lty

2 3! 41

132



Taylor-Reihe

¥ =1+x+ix?+ L3+ Lty

2 3! 41

Fiir x =1 folgt:

_ 1,1, 1.,
e—1+1+2+3!+4!+

133



Formel von Euler

e:1+1+l+L+l+...

2 3! 4!

Leonhaird Euler
1707 - 1783
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Formel von Euler

e=1+1+1 +3 + +

2

Zk,

k k! 1/k ! Summe
0 1 1 1.0000000000
1 1 1 2.0000000000
2 2 0.5 2.5000000000
3 6 0.166666667 2.6666666667
4 24| 0.041666667 2.77083333333
5 120 0.008333333 2.7166666667
6 7201 0.001388889 2.77180555556
7 5040{ 0.000198413 2.77182539683
8 40320 2.48016E-05 2.77182787698
9 362880| 2.75573E-06 277182815256
10 3628800| 2.75573E-07 277182818011
11 39916800 2.50521E-08 277182818262
12 479001600 2.08768E-09 277182818283
13 6227020800 1.6059E-10 277182818284
14| 87178291200 1.14707E-11 277182818285
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Examples, examples, examples

£(x) =sin(x)

Taylorreihe an der Stelle x, =0
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Entwicklung an der Stelle xy =0

f(x)=sin(x)
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Entwicklung an der Stelle xy =0

f(x)=sin(x)
f"(x) = cos(x)
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Entwicklung an der Stelle xy =0

f(x)=sin(x)
f"(x) = cos(x)
f”(x)=—sin(x)
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Entwicklung an der Stelle xy =0

f(x)=sin(x)
f(x) = cos(x)
f”(x)==sin(x)
7 (x)=—cos(x)
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Entwicklung an der Stelle xy =0

f(x)=sin(x)

f’(x) = cos(x)
f”(x)==sin(x)
£ (x)=—cos(x)

% (x) =sin(x)

141



Entwicklung an der Stelle x5 =0

Jetzt fangt es
wieder von vorne an.

142



Entwicklung an der Stelle xy =0

f(x)=sin(x) = f(0)=0
f"(x) = cos(x)

f”(x)=—sin(x)
f”(x)=~cos(x)
£ (x) = sin(x)

143



Entwicklung an der Stelle xy =0

144



Entwicklung an der Stelle xy =0

145



Entwicklung an der Stelle xy =0

fx)=sin(x) =  f(0)=0
f(x)=cos(x) =  f(0)=1
fr(x)=-sin(x) = f7(0)=0
f7(x)=—cos(x) = f(0)=-1
£ (x) =sin(x)

146



Entwicklung an der Stelle x5 =0

(0 falls k gerade

allgemein: ) (0)=11 falls k : 4 Rest 1 ergibt

|—1 falls k : 4 Rest 3 ergibt
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=0

lung an der Stelle  x

Entwick
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- _ 1 3, 1.5 1.7
sm(x)—x—ax t5 X Ty -
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sin(x)

150



sm(x)—x—%x +5—x — =

[

Hinkendes Vorzeichen
Alternierendes Vorzeichen

£

—>|+

151



sin(x)zx—%!x3+%x5_%x7 +...= Z(_l)k 1 2kt

Nur ungerade Exponenten
Fakultdten von ungeraden Zahlen

152



in(x) = x4+ o = 3 () bt

Nur ungerade Exponenten
Sinus ist eine ungerade Funktion

153



sin(x) = x—%x3 +%x5 —%x7 +%x9 F-
y 3}
2--
— i 21
-1t V
24
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. 1.3 1 .5 1 .7 1.9
Sll’l( ) X—gx +§X —?x +ax

+|
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- 1 3, 1.5 1 .7 1 .9 _
Sll’l( ) X—§X +§X —?x +ax + -
y 3}
2--
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. 1.3 1 .5 1 .7 1.9
Sll’l( ) X—§X +§X —?x +ax

+|
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sin(x) = x—2x~ + = x° —

158



. 1.3
Sll’l( ) X—§X +§X —W.X +ax

1.5 1.7,1.9

+|
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. 1 .3 1.5 1 .7 1.9
SID(X) X—§X +§X —?X +ax

+I

-104

Entwicklung bis zum Grad 39
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- 1 3, 1.5 1 .7 1 .9 _
Sll’l( ) X—§X +§X —W.X +ax + -

CAS > p(x):=taylor( sin(x), x=0, 17):

ol 1 g
p(x) =X =X+ 1555 ~ 35540

1 1
362880 " 39916800

1 13 1 (13
6227020800 " 1307674368000 °

+0(x!7)

x7+

x4

Entwicklung bis zum Grad 15
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Examples, examples, examples

£(x) =cos(x)

Taylorreihe an der Stelle x, =0

Analog sin(x)

162
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Alternierendes Vorzeichen ‘

164



Nur gerade Exponenten
Kosinus 1st eine gerade Funktion

165



cos(x) = 1-1x

2

2 .1
41

4

1
6!

6

1

+5X — X+ X

8!

8

$...
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cos(x) ~1-1x

2

2 .1
41

4

1
6!

6

1

+5X — X+ X

8!

8

$...
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169
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2 4 6 8
cos(x)zl—%x +%x —éx +éx F
y 31
2--

171



Vergleich

et =1+ x + IX 4 %x3 + Lt o+ =+ Lx® 4

_ 1.2 1 4 1
COS()C) = 1 — EX + mx 3 +
sin(x) = X — %x3 + % ¥

Was 1st der Link?

Problem mit Minuszeichen

172



Erinnerung

173



Erinnerung

1 so,dass 2 =_1

Menge der komplexen Zahlen

Cz{a+ib‘ a.beR, izz—l}

174



Potenzen von 1

175



Potenzen von 1

1 = 1

i = -1 <=||GeméiB Definition

176



Potenzen von 1

i = 1
il = i
i = -1 <=||GeméiB Definition

- = -1

177



Potenzen von 1

i = 1

i1 = 1

) Periodisches Verhalten
- = -1 Periodenlinge 4

i’ = i

178



Potenzen von 1

179



Vergleich

180



Vergleich

1 + 1ix

181



Vergleich

N |—
—~

_|_

= | N~

Hurra hurra

+ | +l

die Vorzeichen sind da!

182



Vergleich

i - 1 1(:)3 1 (- 1(:\5 1 /- \6
e = 1 + ix + o + 5(ix )"+ (i silix)” +
ix — ) 1 .1 .3 1 4 .1 .5 1.6 _
e = 1 + x - 5 — dgx 11 + 157X Ak T
cos(x) = 1 — % %x‘t %x6 +
iTsin(x) = ix - iy i T
Faktor1 | | Faktor i Faktor i Faktor i
dazu tun | |dazu tun dazu tun dazu tun

183



Vergleich

ix _ 1 2 1 (: 1 (- I (: 1(:.\0
€ =1 + wx + 5(1x) ﬁ(vc E(Lx ;(Lx a(vc +
e =1 + ix - %xz i%x %xd' i%x éx6 ¥
cos(x) = 1 - %xz %x‘l éx6 +
isin(x) = 1x i%x i%x F

e =cos(x)+1 sin(x)

Formel von Euler

184



Formel von Euler

Sonderfall: x =27

185



Formel von Euler

Sonderfall: x =27

™ = cos(2m) +i sin(27)
R 0

186



Formel von Euler

Sonderfall: x =27

™ = cos(2m) +i sin(27)
. ~ </ |
1 0
e2TEi _1

187



Die schonste Formel

Bezeichnung von Euler ‘ Bezeichnung von Euler
popularisiert.

623131 — 1
A

T

Eulersche Zahl ‘ ‘ Sachverhalt von Euler

188



Die Geometrie der Sache

189



Imaginarteil

Realteil

190



Argument und Betrag
,,Polarkoordinaten‘

tan(arg(z)) = tan(¢) = 28

= y(Re(2))? +(im(2))?

Re(z) = |2|cos(¢)
Im(z) = |2|sin(¢)

191



Re(z) = |2|cos(9) Im(z) = |2]sin(¢)

192



Re(z) = |2|cos(9) Im(z) = |2]sin(¢)

z=Re(z)+ilm(z)= |Z|(COS(¢) +1 sin(¢))

193



Re(z) = |2|cos(9) Im(z) = |2]sin(¢)

z=Re(z)+ilm(z)= |Z|(COS(¢) +1 sin(¢))

Euler: ¢'? = cos(q)) +1 sin(q))

194



Re(z) = |2|cos(9) Im(z) = |2]sin(¢)

z=Re(z)+iIm(z)=|7|(cos(¢)+isin(¢))
Euler: ¢'? = cos(q)) +1 sin(q))

z=Re(z)+iIm(z)=|z|(cos(¢)+isin(¢))= z]e!?

195



Re(z) = |2|cos(9) Im(z) = |2]sin(¢)

z=Re(z)+iIm(z)=|7|(cos(¢)+isin(¢))
Euler: e'? = cos(qb) +1 sin((b)

z=Re(z)+iIm(z)=|z|(cos(¢)+isin(¢))= z]e!?

196



Imaginarteil

Realteil

197



Imaginarteil Polarkoordinaten

Realteil

198



Multiplikation

7= |z|ei¢ W= |w|ei"”

199



Multiplikation

7= |z|ei¢ W= |w|ei"”

i(¢+y)

w=|7e?|wle'V =|7||w|e
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Multiplikation

7= |z|ei¢ W= |w|ei"”

i(¢+y)

w=|7e?|wle'V =|7||w|e

Andererseits:

w = |ZW| ei arg(zw)

201



Multiplikation

7= |z|ei¢ W= |w|ei"”

i(¢+y)

w=|7e?|wle'V =|7||w|e

Andererseits:
W = |ZW| ei arg(zw)
Vergleich:
|2w] = z]|w]

arg (zw) = arg(z) + arg (w)

202



Multiplikation

Der Betrag des Produktes ist gleich
dem Produkt der Betrdge der Faktoren.

|2w] = [2]|w

arg(zw) = arg(z) + arg(w) Das Argument des Produktes 1st gleich
der Summe der Argumente der Faktoren

Division

)= arg () - arg(w)

203



Multiplikation

Der Betrag des Produktes ist gleich

|2w] = 2]|w dem Produkt der Betriige der Faktoren.

arg(zw) = arg(z) + arg(w) Das Argument des Produktes 1st gleich
der Summe der Argumente der Faktoren

Beispiel: 1=l

204



Multiplikation

Der Betrag des Produktes ist gleich

|2w] = 2]|w dem Produkt der Betriige der Faktoren.

arg(zw) = arg(z) + arg(w) Das Argument des Produktes 1st gleich
der Summe der Argumente der Faktoren

Beispiel: 1=l

(_1)(_1) _ einei:rc _ ein+in _ 62751 —1

205



Beispiel:

z=3+21 w=72+151
w=-4+1% :
1 = w=-—4+191

206



Beispiel:

z=3+21 w=72+151
w=-4+1% :
1 = w=-—4+191

=13, |w]=+29
und |zw|:\/377=\/§@

207



Beispiel:

w=—-4+ 191

z=3+21 w=2+51

o

= w=-4+19%

=13, [w]=+29

und |zw| =377 = \/E@

arg(z) = arctan(%) ~(0.588 = 33.69°

_ 5) - _ o
o arg(w)= arctan(a) ~1.190 = 68.20

208



Beispiel:

w=—-4+ 191
P

z=3+21 w=72+151
= w=-4+191

=13, |w]=+29
und |zw|:\/377=\/§@

arg(z) = arctan(%) ~(0.588 = 33.69°

. arg(w)= arctan(%) ~1.190 = 68.20°

und

arg(zw) = arctan (15 ) + 1~ 1.778 = 101.89°

209



Beispiel:

w=—-4+ 191
i}

Drehstreckung mit w =2+ 51

Faktor:

w| =29 ~5.39

Drehwinkel:
arg(w) = arctan(%) ~1.190 = 68.20°

210



Beispiel: Drehstreckung mit w =2+ 5i

17
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Potenzen und Wurzeln

212



Einheitswurzeln

=1 & 7"-1=0

Losungen?

213



Einheitswurzeln

=1 & 7"-1=0

Losungen?

Reelle Losungen :

+1 falls n gerade

+1 falls n ungerade

214



Einheitswurzeln

72-1=0 Losungen {—1,1}
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Einheitswurzeln

72-1=0 Losungen {—1,1}

Z4 —1=0 Losungen {i,—l,—i, 1}

216



Einheitswurzeln

z3—1=0

z3—1=(z—1)(22+z+1)20 = zz3=1

T

‘ Nummer 3 ‘

217



Einheitswurzeln

z3—1=O

z3—1=(z—1)(z2+z+1)=0 = zz3=1

218



Einheitswurzeln

=0 = Z3=1

—1+V-3 1443
2 2772

1_:33

21 1}

219



Einheitswurzeln

22-1=0 Lésungsmenge={—%+i§, —%—i%, 1}
A
!
{/ \\‘1
>
=]\ 11
NuP%

220



Einheitswurzeln

3= 5 _J_ 15880 143
z7—=1=0 Losungsmenge—{ S ti5, 515, 1}
A
=
// \\‘1
>
=]\ 11
N[V
—1

Argumente: {Zn dn O}

221



Einheitswurzeln

Losungen:

k2T

g=e" n =cos(k2ZE)+isin(k2E), ke{l.2,...n}

222



Einheitswurzeln

Losungen:

k2T

g=e" n =cos(k2ZE)+isin(k2E), ke{l.2,...n}

Kontrolle:
n
ercl :(el - j 2612kﬂ: :(6127:) _1k -1

223



Einheitswurzeln

7' =1

Losungen:

(k2E)+isin(k2E), ke{12,...n]

RegelmialBiges n-Eck
Eine Ecke bei 1

224



z5=32

Beispiel

225



Beispiel
22 =32

Losungen:

o =2e"5 = 2(cos(kZE)+isin(k )], kef12,....5)

226



22 =32
Losungen:
ik=E

Losungsmenge =

12T
= Z1:265,Z2:

Beispiel

(cos k22 +isin(k22)), ke{12,..

5 5

RegelmiaBiges 5-Eck
Eine Ecke bei 2
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z5=32

Beispiel

RegelmiaBiges 5-Eck
Eine Ecke bei 2

228



z5=32

Beispiel

Eine reelle Losung,

zwel Paare konjugiert komplexer Losungen
229



