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1 Kurvendiskussion
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1.2 Verschwinden der Ableitung

Eine Stelle .ry mit /’(.ry)=0 heiBt stationire Stelle. Die Tangente an den Funktions-

graphen ist horizontal.

Beispiele:

Extrema

1.3 Wo sind Extremalstellen?
Verdiachtig sind:

Konstante Funktion

Terrassenpunkt

vk v ok
1T 1T
! ; ! - — = ! ; ! - —_—
1 k 1 L4
Randpunkte
L ] L ]
1T 1T
! ; ! - — = ! ; ! - —_—
1 k 1 L4
Stellen, an denen f nicht differenzierbar ist
vl vk
1T 1T

Stationéare Stellen

=¥

Vorsicht Terrassenpunkte!
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1.3.1 Sichere Extremalstellen
Stationdre Stelle mit Vorzeichenwechsel der Ableitung.

A’ =A%
T/
, ) P r
a [f'<0 . />0 b
fallend ./ (x0)=0 wachsend

Sichere Extremalstelle

1.3.1.1 Intermezzo: Zweite Ableitung

Y positiver Y —
Drehsinn _ \\
negativer
1\/ I Drehsinn
& S X > X
. ;> 1 L’

b

N

/" wichst /" nimmt ab
daherist />0 daherist /<0

Zweite Ableitung und Kriimmung
Daher gilt:

Stationire Stelle /’(.ry)=0 mit /"(xy)>0 = Sichere Minimalstelle

Stationire Stelle /()= 0 mit /"(xy)<0 = Sichere Maximalstelle
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2 TAyLORpolynome und TAYLORreihen

2.1 Die ldee von TAYLOR

Brook TAYLOR, 1685 - 1731

Die Idee von TAYLOR besteht darin, die Technik der linearen Approximation zu verall-
gemeinern.

Die folgende Figurensequenz zeigt die Exponentialfunktion p=e” mit der konstanten,
der linearen, der quadratischen und den Approximationen dritten bis fiinften Grades an

der Stelle x; = —% .
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v

Approximationen der Exponentialfunktion

2.2 Formaler Einstieg
S@) = /()
S(@) = /(0 )+ /(¥ )(x =)
S@) = o)+ (o) w=x0)+( 7 Yr—x)

Welcher Koeffizient ist bei (x - X )2 zu erwarten?

2.3 TAYLORpolynom

Gegeben: Funktion /(x)

Gesucht:  Polynom p(.r) n-ten Grades, das mit /() in .ry den Funktionswert und
die ersten n Ableitungen gemeinsam hat.

Wir machen folgenden Ansatz:

P)= ay + @ (r—x)+ay(r-xo) +as(r—xo) +--+a,(x—xp)

T T T T T
? ? ?
/(x0) /'(x0) ' ' '
Zur Berechnung von @, @3, ... , a, vergleichen wir die Ableitungen von p(x) und

/(r) an der Stelle x,.
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Somit erhalten wir, wobei /(/() (o) die k-te Ableitung von fan der Stelle x, bedeutet:

ajp= mf(k)(fo)

2.3.1 Erinnerung: Fakultaten
1-:2-3-4- -+ k=4 ("4 - Fakultit")

‘/
20=1%2=2 3
31=1°2+3=6

)
41=1%2934=24 )
51=120 )

6! =720

71=5040

Die Fakultiten wachsen sehr rasch. Mein Taschenrechner funktioniert bis 69! (Warum
nachher nicht mehr?)

Somit konnen wir fiir ¢, = m /(k) (o) kiirzer schreiben:

V3
ap= %/( )(X 0)
Fiir das TAYLORpolynom n-ten Grades an der Stelle .x, erhalten wir:

PE)= /(30 )+ /(o) = Xo)+ L /7 (o Xr— x9) + L7 (o) (x- XY+ +ﬁ/(”)(x0)(x—xo)”

7
Vs Vs
)= g /)= x0)
=0
Wir erhalten damit die Approximation:

/)= 31 /D))
/=0
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2.4 TAYLORreihe

Unter

> 1 Ao )r—xp)!

=0

verstehen wir die TAYLORreihe der Funktion f an der Stelle x;).

Hier stellt sich die Frage, fiir welche x-Werte diese Reihe konvergiert.

2.5 Beispiele

2.5.1 Eine gebrochen lineare Funktion
Es sei /1 (x) = flx Gesucht ist das TAYLORpolynom an der Stelle xy =0.

Wir erhalten:

1
1-x

Die folgende Figurensequenz zeigt die Approximationen der Grade null bis fiinf.

l4at i+ x”
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TAYLORpolynome fiir /(x)= ﬁ

Erinnerung: Fiir |q| <1 gilt die geometrische Reihe:

1+q+qz+---:g
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2.5.2 Der natiirliche Logarithmus
/(r)=In(x). Gesucht ist das TAYLORpolynom an der Stelle xj =1 (warum ist xy =0
nicht sinnvoll?).

Wir erhalten:

In(x)=(r=1)= L =1 + 1 (=1 - L @ -1)*

I+

=X L
=1

Im Folgenden die Approximationen der Grade null bis 3.

Approximationen von In(x) an der Stelle x; = 1
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2.5.3 Die Exponentialfunktion
/(x)=¢". Gesucht ist das TAYLORpolynom an der Stelle .rj = 0.

Wir erhalten:

S E R o S e W PP
2 T3 !

Die folgende Figurensequenz zeigt die Approximationen der Grade null bis drei.

1
o
]

Approximationen der Exponentialfunktion
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11

TAYLORreihe der Exponentialfunktion:

x 12,13,1 4 N A
e —1+x+2x TR TE +m—z/dx
#=0

Leonhard EULER, 1707 — 1783 (Zeichnung von Bigna Steiner)

Fiir x =1 folgt:

NI I I
1+1+2+3!+4!+

o
Il

(@]

1l
DM s
|-

Iy
(e}




Hans Walser: Modul 105, TAYLOR

Die folgende Tabelle zeigt die ersten 14 Teilsummen.

k k! 1/k! Summe

0 1 1 1.0000000000
1 1 1 2.0000000000
2 2 0.5 2.5000000000
3 6| 0.166666667 2.6666666667
4 241  0.041666667 2.7083333333
5 120] 0.008333333 2.7166666667
6 720 0.001388889 2.7180555556
7 50401 0.000198413 2.7182539683
8 403201 2.48016E-05 2.7182787698
9 362880 2.75573E-06 2.7182815256
10 3628800] 2.75573E-07 2.7182818011
11 39916800 2.50521E-08 2.7182818262
12 479001600 2.08768E-09 2.7182818283
13 6227020800f 1.6059E-10 2.7182818284
14 87178291200| 1.14707E-11 2.7182818285

2.5.4 Die Sinusfunktion
/(x)=sin(x). Gesucht ist das TAYLORpolynom an der Stelle xy = 0.

Wir erhalten:

sin(r)=ax—4 o +

1.3,1.5
3 s51F

1
71

T4

12
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Die Figurenfolge zeigt die Approximationen der Grade 1, 3, 5, 7.

v A

v A

=

1 ey
: M\ -
—2PT P~ P 2F1

0 x
. -
— —

Approximationen von sin(x)

-
PI™—4p]
a

b
=

Bemerkungen:
e Es handelt sich um eine ungerade Funktion.
e Die Verwandtschaft mit der TAYLORreihe von e” ist offensichtlich.

e Darstellung mit Summenzeichen:

. 3 5 7 ST 2441
Sm(x):x_%x +%x _%x £o= 2 (1) (2/(1+1)!x '
=0

¥ 0 !

=t \—’—’zsr?\\—/\\-‘ﬁ{\ AP =
A

—5%

_lu--

TAYLORpolynom vom Grad 39 fiir sin(x) an der Stelle xo =0
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2.5.5 Die Cosinusfunktion
Fiir /(x)= cos(x) ergibt sich analog fiir die Taylorentwicklung an der Stelle .ry = 0:

cos(r)=1- %xz + %x“ - $x6 t...= z:(—l)kﬁxz']f
#=0

Die Figurenfolge zeigt die Approximationen der Grade 0, 2, 4, 6.

14 14

2T 21
A AP N
I R . -

_t x

—3F

_".I'-l-

v A

aiT

2-;
N AT A N
3P i |

_t x

—t

—4k

Approximationen von cos(x)
Bemerkungen:

e Es handelt sich um eine gerade Funktion.

e Die Verwandtschaft mit der TAYLORreihe von e” ist ebenfalls offensichtlich.
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3 Ausflug ins Komplexe

15

Menge der komplexen Zahlen:

Ra= {a+ib abe™N i =

]
]

Es ist dann:

=1

il =i

2 =-1 o
Periodizitit

i3 =-—1

it =1

-5

Damit berechnen wir:

ir

3.1 Die beriihmteste Formel

Wir erhalten die EULERsche Formel:

el = cos (w)+1i sin(x)
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3.2 Die komplexe Zahlenebene
Erinnerung:

F

z=4+31

N
A\

A
A g

Argument und Betrag

Es gelten die Formeln:

Im(2)

tan (arg(z)) = Re(?)
A= |Re @)Y + ()Y =z

N

Umgekehrt gilt:

Re(z)=|dcos(9)

Im(z)=|jsin(¢)
Somit ist:

z=Re(z)+ ilm(z)=|z|(cos(¢)+ isin(9))
Mit der Eulerschen Formel
el = cos(¢)+1isin(¢)
gilt also:
z=Re(z)+ilm(z)= ‘z‘(cos (¢)+isin (¢)) = ‘z‘e i9

z= ‘z‘eiq)

Insbesondere ist ¢'? = cos(¢)+1sin(¢) eine komplexe Zahl mit dem Argument ¢ und
dem Betrag 1, liegt also auf dem Einheitskreis.
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3.3 Multiplikation
Fiir die Multiplikation zweier komplexer Zahlen z und w verwenden wir die Schreib-
weisen z = ‘z\elq) und w = \ w\e“”. Es ist dann

w = wleV =z @Y

Andererseits ist zw = ‘zw‘ ei e (ZW). Durch Vergleich folgt:

Der Betrag des Produktes ist gleich dem Produkt der Betrédge der Faktoren.

Das Argument des Produktes ist gleich der Summe der Argumente der Faktoren.

vl = H]

arg(zw) = arg(z)+arg(w)

Entsprechendes gilt fiir die Division:

[

R
arg (%): arg(z)—arg(w)

Z
w

Die Regeln fiir das Argument entsprechen den Regeln fiir den Logarithmus.
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|IIII+

o= 4+ 14

-

g

\

1

Beispiel:

\
\
\
\
] .
wo=24+ 5
1/ 1T
\l g =3+
| g
Multiplikation

Aus z=3+ 2iund w =2+ 5i ergibt sich zw =—-4+19i. Es ist:
‘Z‘ =\1F3, ‘w‘z \/279 und ‘ZW‘ =4/377 = \/E\/E

arg(7) =arctan(2 )~ 0.588 ~ 33.69°

arg(w) =arctan e)z 1.190 = 68.20°
und
arg(zw)= arctan(%)+7r ~1.778 =101.89°

18
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Die Multiplikation mit w=24151 kann als Drehstreckung mit dem Drehwinkel
arg() = 68.20° und dem Faktor [w|=~29 =5.385 interpretiert werden.

A

4+ 14

Pl

Drehstreckung mit =2+ 5i

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Drehstreckung mit =2+ 5i
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3.4 Potenzen und Wurzeln
Das Potenzieren kann als mehrfaches Multiplizieren gesehen werden. Daher ist:

}Zn — |4
arg (" )= rarg(2)
Entsprechend gilt fiir das Wurzelziehen:

=4
ez )= L)

3.4.1 Einheitswurzeln

Im Reellen hat die Gleichung z” =1oder z” —1 =0 nur die Losungen %1 fiir gerades n
und sogar nur die Losung 1 fiir ungerades n. Im Komplexen wird es spannender und
gleichzeitig systematisch. Wir wissen ja aus dem Fundamentalsatz, dass es n Losungen
geben muss.

Fiir z° —1=0 haben wir die Losungen {—1, 1}.

Fiir 24 —1=0 finden wir mit etwas Fantasie die Losungen {i,—l,—i, 1}. Diese vier Lo-
sungen bilden in der komplexen Zahlenebene ein Quadrat, das auf einer Spitze steht.

4
S

Lésungsmenge

—

Die Gleichung 2> ~1=0 hat die reelle Losung 1. Durch Herausdividieren des entspre-
chenden Linearfaktors erhalten wir:

Es ist also z°—1= (z—l)(z2 + z+1} Fiir weitere Losungen der Gleichung z° —1=0

miissen wir die Gleichung 22+ z+1=0 bearbeiten. Diese hat, da die Diskriminante
D =-3 ist, keine reellen Losungen, hingegen die beiden konjugiert komplexen Losun-

~14 iﬂ. Die Gleichung 2> ~1=0 hat also die drei Losungen:

gen 2 2
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1,:3 ﬁ,l}

S I VIS R R
{2“2’ 2712

Wo liegen diese Losungen in der komplexen Zahlenebene?

— —

1 L -
! /
1\\ / :
H-—I
Lésungsmenge
Alle drei Losungen haben den Betrag 1, liegen also auf dem Einheitskreis. Die Argu-
mente sind {27“, 4775 , 0} . Die Punkte bilden also ein gleichseitiges Dreieck.

AN T

: ~J "

\

Y

Na%

Lésungsmenge
Aus diesen Beispielen ersehen wir einen allgemeinen Sachverhalt:

Die n Losungen der Gleichung z” = 1 sind:

z;= ei/(27n = cos(/c27’t)+ isin(/r27“) ke {L2,..,n}

Wir konnen das durch Einsetzen verifizieren:

ip2m Y’ . Y
Zzz(el 7 j _ 2 z(elzn) _1hoq
Bemerkungen:

¢ Diese Losungen werden im Jargon als n-te Einheitswurzeln bezeichnet.

e Sie sind die Ecken eines regelmifBigen n-Eckes mit dem Einheitskreis als Umkreis.
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e Die Nummerierung kann von /e {1,2,..,#2} laufen oder oft auch
ke {0,12,..,7n-1}

e Eine Ecke, ndmlich z, bezichungsweise z ist die Zahl 1.

e Die x-Achse ist eine Symmetrieachse des regelméfBigen n-Eckes.

3.4.2 Beispiel
Die 5 Losungen der Gleichung 2> =32 sind:

=25 - 2(cos (12 Jrisin (¢28)) #e{2,....5}

Die Losungsmenge ist also:
O AT A2 2121 -2 21
. = 12 135~ 14=- 155>
Losungsmenge:{zl =2e 3 ,pn=2 S,z3=2e S ,zy=2e 3 ,zg=2e 3 }

In der GauBlschen Ebene der komplexen Zahlen ist das ein regelméBiges Fiinfeck mit
dem Umkreisradius 2.

Lésungsmenge

4 Zusammenfassung

4.1 Kurvendiskussion
Extremum, Extremalstelle

Maximum, Maximalstelle, Minimum, Minimalstelle, global, lokal
Randextremum

Stationire Stelle /(.ry)=0 mit /"(xy)>0 = Sichere Minimalstelle

Stationire Stelle /(.ry)=0 mit /"(xy)<0 = Sichere Maximalstelle
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4.2 Taylorpolynome und Taylorreihen
Fakultiten: 1-2-3-4. - /=4l ("k-Fakultéit")

TAYLORpolynom n-ten Grades an der Stelle x:

A= S50 )+ S (o) = T )+ 5/ o Xa= Y + /7o) (e o)+ o/ () w0
)= 2 OG0 x0)f

Approximation: S(x)= Z /(/f) (o) (x— g )

. 1 A% Vs
Taylorreihe: i /( )(xo)(x—xo)
=0
Wichtige Beispiele:
x_ 12 . 13,1 4, N1 4
e —1+x+5x TR TE A Zk!x
=0
Daraus ergibt sich: e=1+1+ +31'+i+ Z%
=0
_q_ 1.2 1 4 1 .
cos(x)—l—zx TR *x t+ Z( ) (2/()'

. 3 5 7 Vs
sm(x):x—%x + Sl,x —%x J_rw:Z(—l) (MH)!)(

4.3 Formel von Euler

et = cos (x)+1i sin(x)

4.4 Rechenregeln im Komplexen
= '

‘zM = ‘z‘ ‘ w{ aber arg(zw)= arg(z)+arg(w)
5 — aber arg( ): arg(z)— arg(w)
= \z\” aber arg (Z”): narg(z)

2n

n-te Einheitswurzeln: z;, = el/( n = cos(/f27’t)+ 1sin (A’%‘) ke {12, ..,n}




