Modul 108 Integration



Intesration

tesration

Umkehrung des Ableitens

integral: vollstdndig

summiert
“tliber alles”
Hauptsatz

Integrationstechniken (ndchster Modul)



Integrales Lebenseinkommen



Integrale Sicht:
Waihrend unseres Lebens

gucken wir 12 Jahre in die Glotze



Integrale Sicht:
Waihrend unseres Lebens
gucken wir 12 Jahre in die Glotze

haben wir 7 Wochen Mathe



Integrale Sicht:
Waihrend unseres Lebens
gucken wir 12 Jahre in die Glotze

haben wir 7 Wochen Mathe

kiissen wir 2 Wochen lang



F(x) Stammfunktion von f(x):




f(x)=3x"

Stammfunktion: F(x)=x"



f(x)=3x"

Stammfunktion: F(x)=x"

Weitere Stammfunktionen :
F(x)=x+12

F(x)=x"-m



f(x)=3x"
3

Stammfunktion: F(x)=x

Weitere Stammfunktionen :

F(x)=x>+12
F(x)=x"-m
Allgemein :
F(x)=x>+C
—l =

‘ Integrationskonstante
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F(x)=x"—m
Allgemein :
F(x)=x>+C
— =

‘ Integrationskonstante
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Von Fall zu Fall verschiedene

F(x)= X7 —m Integrationskonstanten
Allgemein :
F(x)=x>+C
— =

‘ Integrationskonstante
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Von Fall zu Fall verschiedene

F(x)= X7 —m Integrationskonstanten
Allgemein :
F(x)=x>+C
— =

‘ Integrationskonstante

,,Konstant* meint hier: Hangt nicht von x ab
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Unbestimmtes Integral von f

= Menge aller Stammfunktionen von f.
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Unbestimmtes Integral von f

= Menge aller Stammfunktionen von f.

Schreibweise:

f(x)dx
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Unbestimmtes Integral von f

= Menge aller Stammfunktionen von f.
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Unbestimmtes Integral von f

= Menge aller Stammfunktionen von f.

Schreibweise: Integrand
V
J f(x)dx
’ f

‘ Integrationssymbol ‘




Unbestimmtes Integral von f

= Menge aller Stammfunktionen von f.

Schreibweise:

Integrand
4

| £(x)dx

r 1 4

‘ Integration4symbol ‘

‘ x = Integrationsvariable ‘
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Beispiele: j3x2 dx _ .Xf3 + C
|32 dr=1>+C

|3’ = +C
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CAS

> Int(3*xA2, X)=mnt(3*x 2, x+C;

f?: xtdx=x>+C
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CAS

> Int(3*tA2 f)=int(3*tA2 1)+C:

J-L% t2dt=1t3+C
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CAS

> Int(3*x 2 t)=1nt(3*x 2 t)+C;

J.Exzdrzirzfﬂj‘
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Beispiele:

jxsdxz

1

s+1

SHic o os2-1
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Beispiele:
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Beispiele:
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Beispiele:
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Beispiele:

[

Sonderfall:

J' L dx

:Ix_%dx=

ln |x|
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Beispiele:

jsin(x) dx =—cos(x)+C
Jcos(x) dx =sin(x)+C

Jexdx:ex+C
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Rechenregeln

J(£(x)+ g (x) dx = [ £(x) dx+ [ g(x)dx
Wo bleibt das C ?

[Af(x)de=A] f(x)dx

29



Beispiel:

j3x2—8x+7dx
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Beispiel:

j3x2—8x+7dx=j3x2dx+j—8xdx+j7dx

31



Beispiel:  [3x® —8x+7dv=[3x” dv+ [-8xdx+ [ 7 dx

=3jx2dx—8jxdx+7j dx

{}

Was ist hier
der Integrand?
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Beispiel:

j3x2—8x+7dx=j3x2dx+j—8xdx+j7dx

=3jx2dx—8jxdx+7j dx

3 2

=35 -85 +7x+C
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Beispiel:

j3x2—8x+7dx=j3x2dx+j—8xdx+j7dx
=3jx2dx—8jxdx+7j dx

3 2

=35 -85 +7x+C

=x3—4x2+7x+C
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Bestimmtes Integral

integral £  ganz

vollstindig

aufs Ganze gesehen
integer £  ganz

ethisch korrekt
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Wie viel Wasser flie3t den Rhein hinunter?
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Wie viel Wasser flie3t den Rhein hinunter?

jetzt? (Momentanproblem)
(1) Durchflussmenge pro Zeiteinheit,
z. B. pro Sekunde

im Jahr? (Integralproblem)

31. Dez
Y f(y)ar= j f(z)dt
alle Sekunden 1. Jan

des Jahres
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Wie weit kommen wir?

jetzt? Meter pro Sekunde
Momentangschwindigkeit

V(1)

insgesamt?  integrale Wegstrecke

Zielzeit

Startzeit
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,,Flache unter der Kurve*

Ein intelligenter Blodsinn
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16
-5 o)

k=1

1
16
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Es wird immer weniger schlecht.

A

32
2 f(1+45) 5

k=1
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Allgemein:

Schrittlinge = Ax

# Schritte = %
b—a
Ax

A=) fla+kAx)- Ax
k=1

Schreib-

welse

44



Idee von Leibniz

J £ (x) dx

a

J wie J-umme

(oo — viele Summanden)

dx 1st ein co—kleiner Schritt
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Idee von Leibniz

J wie Jumme

(oo — viele Summanden)

dx 1st ein co—kleiner Schritt
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Sonderfalle J f( x)dx -0
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Aneinander

Yy
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Aneinander

Yy
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Jx)
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Jx)

g(x)
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Jx)

Aufeinander

y

g(x)

J0)+g(x)
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Jx) g(x)

Y
Aufeinander

J0)+g(x)




2f(x) verdoppeln

Jx) ver-A-fachen

b b
i&f(x)dxﬂtcjlf(x)dx

Faktor A herausnehmen (ausklammern) ‘
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,,LTaucher*

Y

b
J f(x)dx positiv

a

d
Jf(x) dx negativ
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Orientierter Flicheninhalt
y

Jf(x) dx negativ

C
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Orientierter Flicheninhalt
y

Jf(x) dx negativ

C
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Integral: 2.0

Integral: -2.0
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Integral: 0.0
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<4—— Periodenlinge 251 —»

[ntegral: 0.0
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Unterschied?

21
J sin(¢)d¢
0

27T

J sin(¢)|dt
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Unterschied?

21
J sin(¢)d#|=1]0|=0
0
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Unterschied?

21
j sin(¢)dt|=]0|=0
0

Integral: 4.0 Y= ‘Sin(t)‘
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Wie warm ist es heute?
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Momentane Temperatur?

Mittlere Tagestemperatur?

Wie warm ist es heute?
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Momentane Temperatur?

Mittlere Tagestemperatur?

Momentane Temperatur
variabel
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Momentane Temperatur?

Mittlere Tagestemperatur?

15
10
5
00 4 8 12 16 20 24;
Momentane Temperatur Mittlere Temperatur

variabel ca. 12°
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Momentane Temperatur?

Mittlere Tagestemperatur?

0 4 8 12 16 20 24
t

Momentane Temperatur Mittlere Temperatur
variabel ca. 12°
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Momentane Temperatur?
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Momentane Temperatur?
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Momentane Temperatur?

Mittlere Tagestemperatur?

0 4 8 12 16 20 24
t

Momentane Temperatur Mittlere Temperatur
variabel ca. 12°
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Momentane Temperatur?

Mittlere Tagestemperatur?

0 4 8 12 16 20 24
t

Momentane Temperatur Mittlere Temperatur
variabel ca. 12°
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Momentane Temperatur
variabel

12

Jf(x) dx

Integralmittelwert = <

b—a

16 20 24
t

Mittlere Temperatur
ca. 12°
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Jf(x)dx

Integralmittelwert = “——

Durchschnitt =

Summe

Anzahl
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Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechung
Spiel in 9 Szenen

Am Schluss wissen Sie soviel wie vorher,
aber Sie wissen es besser.
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Szene 1

F,(x) =] f()de
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Szene 1

F,(x) =] f()de

Szene 2

F,(x)— F xo

jf(t) dr

S
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Szene 2

F,(x)— F xo

j £(1) dt

—

S
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Szene 2

F,(x)— F xo

jf(t) dr

S

Szene 3
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Szene 2 5

F(x)—F,(xg)= jf(t)dt

—9 t_

F,(x)-F,(xy)
Szene 3 = fx)

Fa(x)_F (XO)

= flx) = Fi(xo)=f(xo)

Szene 4 Iim

X—> X0
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Szene 4

lim

X—> X0

Fa(x)_Fa(xO)

X—XO
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Fa(x)_Fa(xO)

Szene 4 lim =X =f(x) = Fi(x)=f(x0)
X—> X0
Szene 5 F, 1st eine (spezielle) Stammfunktion von f

a

Esist F,(a)=0
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Fa(x)_Fa(xO)

Szene 4 xﬁgo - =flx) = Filxg) = f(x0)

Szene 5 F, 1steine (spezielle) Stammfunktion von f
Esist F,(a)=0

Szene 6 beliebige Stammfunktion von f

F(x)=F,(x)+C
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Szene 6

beliebige Stammfunktion von f

F(x)=F,(x)+C
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Szene 6 beliebige Stammfunktion von f
F(x)=F,(x)+C
b

Szene 7 jf(f) dr = F,(b)
a
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Szene 6 beliebige Stammfunktion von f

F(x)= F,(x)+C

b
Szene 7 jf(f) dr = F,(b)

Szene 8 2 2

beliebi ge
Stammfunktion
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b
[ £ty de = F,(b)

Szene 7
Szene 8 I;(b)—l;(a) =(F
belie:i)ige J
Stammfunktion
S 0 b
A t)dt = F(b)-Fla
J0)ae=£(b)-£(o)

a ~
beliebige
Stammfunktion
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Hauptsatz

F(b)-F(a)
I 1

Beliebige Stamm-
funktion von f

F'(1)=f(z)

Ableiten ist die Umkehrung des Integrierens.
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Schreibweise
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Schreibweise

Beispiel:



Probleme an den Grenzen

,.,uneigentliche* Integrale

Tipp:
Grenze von der sicheren Seite her anschleichen.
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Probleme an den Grenzen

Beispiele  f(x)= x%
f)=k

f(x)=

< =

Problematische Grenzen: 0, 4o,

O
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Beispiel: f(x)= %
x 2

1

Heille Grenze +o 5 43 2-1012 3 45
X
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Beispiel: f(x)= %

HeiB3e Grenze +oo

f)=% = [Hdi=-

-5

1
X

2
1

4 3 2 -1 0

+C

1 2 3 4 5
X
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Beispiel: f(x)= %

X 2
1
Heille Grenze +oo 5 4 3 -2-10
r
1 Jl 1 1
=>4 = [Lda=-1+c = [l
fx) == 3 . e

1 2 3 4 5

_1
r

_|_

1
1

X
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o 1 3
Beispiel: f(x)= ") 5

|

Heille Grenze +o 5 4 3 2-10

fl)="% = jx%dx=—§+c = Ex%dx
o r
‘!x%dx:FILIEO({X%M]:FILIEO(—%+1):1

1

2 3 4 5

X

1,1
r+1
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Beispiel: f(x)= L

Heille Grenze +o 5 43 2-1012 3 4 5

r—>c0

jx%dsz lim (~1+1)=1
1
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Einheitsquadrat addieren, gibt 2
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Einheitsquadrat addieren, gibt 2

) R 1
I+ +g+ kz <2
=1
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1.1, ¥ _1L
— 4yt _2k2<2
k=1

EULER: 1+1+14..= Lo T - 1645
k=1k

102



Beispiel: f(x)= %

Heille Grenze O

-5

2
1

4 3 2 -1 0

1 2 3 4 5
X
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Beispiel: f(x)= %

Heille Grenze O

-5

2
1

4 3 2 -1 0

1 2 3 4 5

104



3
Beispiel: f(x)= %
X 2

|

Heille Grenze O 5 43 2-1012 3 4 5
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Beispiel: f(x)= Lz

Heille Grenze O
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3
Beispiel: f(x)= % y2

|

S5 4 -3-2-101 2 3 45
X
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) y3
Beispiel: f(x)= 7 X

|

1 _
jﬁdx_z\/}JrC 543 2-101 2 3 4 sx

108



3
Beispiel: f(x)= % y2

|

L dx=2Jx+C
jﬁ 543 2-1012 3 45
X

HeiB3e Grenze +oo

[Ldr2 Jr =241
ruers
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3
Beispiel: f(x)= % y2

|

L dx=2Jx+C
jﬁ 543 2-1012 3 45
X

HeiB3e Grenze +oo

2Jr =241

1
\/;dx

H‘—;\

- o‘fﬁdxz lim (IL dx]: lim (2/r —2) divergiert!

r—oo| 7 Vx F—o0
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Beispiel: f(x)= %

L dx=2J/x+C
jﬁ 543 2-1012 3 45

HeiB3e Grenze +oo

2Jr =241

1
\/;dx

H‘—;\

- o‘fﬁdxz lim HL dx]: lim (2/r —2) divergiert!

r—oo| 7 Vx F—o0

111



3
Beispiel: f(x)= % y2

1
L dx=2Jx+C
jﬁ v 543 2-1012 3 45

X

Heille Grenze O

g7
&dx_zf 20Js

c’)‘——-.?—*

\/; s—0

s—0

1
= |Ldx=1lim| [Ldx|=1lim(2-2Vs)=2
el myp-n

:/Jt—.ﬁ—‘
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1
.. Y3 1 dyx=
Beispiel: f(x)= % , £ Jx dx=2

j%dx:2ﬁ+c

Heille Grenze O

g7
&dx_zf 20Js

C/J‘—-.P—*

Vx s—0

s—0

1
= |Ldx=1lim| [Ldx|=1lim(2-2Vs)=2
el myp-n

o,t_.r—k
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Y3
2
|

Beispiel:  f(x)= %

S5 4 -3-2-101 2 3 45
X
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3
Beispiel:  f(x)= % y2

1
Jl ln |x|

S5 4 -3-2-101 2 3 45
X
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3
Beispiel:  f(x)= % y2 k
1

Jl 1n|x|
5 4 -3 -2-101 2 3 4 5
X

HeiB3e Grenze +oo

116



3
Beispiel:  f(x)= % yz

1
jl =In(|x]) +

5-4-32-1012 3 45
X

HeiB3e Grenze +oo

L dx=In(|r))~ In(1) = In(l)
=0
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Beispiel:

f(x)

Jl ln |x|

1
X

HeiB3e Grenze +oo

IS

Y3
2
|

S5 4 -3-2-101 2 3 45
X

= lim (ln(|r|)) divergiert!

r—>eo
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X

y—>o0

U% dx] = lim (ln(|r|)) divergiert!
1
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e Y
o
=
I
8

1+1 > t3 + 21>°°

Die harmonische
Reihe divergiert
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