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1 Stammfunktion

Eine Funktion F(x) heiBt Stammfunktion von f(x), falls

F(x)=f(x)

1.1 Beispiel(e)
Essei f(x)= 3x? . Dannist F (x)= x> eine Stammfunktion von f(x). Esist allerdings
nicht die einzige. Weitere Losungen sind zum Beispiel: F(x)=x>+12, F(x)=x>-m.

Die allgemeine Stammfunktion ist F(x)= x> +C . Dabei ist C eine Konstante.

2 Unbestimmtes Integral

Unbestimmtes Integral von f = Menge aller Stammfunktionen von f .

Schreibweise:
[ £(x)dx

Dabei ist f (x) der Integrand, J --dx das Integrationssymbol und x die Integrationsva-

riable.
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2.1 Beispiele
f3x2dx = x3 +C
j3z2dr —34C

j3®2d®: e’ +C

6
ijde:j Pdr=-Lx 4+c:—%x%+c
j3i2 dxz_[x_gdxzé Orc=3+cC
Sonderfall:
Jl ln |x|
Klassiker:

_[sin(x)dx =—cos(x)+C
Jcos(x)dx =sin(x)+C
Jexdx =e*+C

2.2 Rechenregeln
J(F(x)+g(x)) dx = [ £(x) dx+ [g(x) dx
JAr(x)dv=2]f(x)dx
Beispiel zu den Rechenregeln:
J(3x% = 8x+7)dr=[3x? dx+ [-8xdu+ 7 dv

:3jx2dx—8jxdx+7j dx
3L gL 4 7x4C

=x3—ax®+7x+C
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3 Bestimmtes Integral

3.1 Wie viel Wasser flieBt den Rhein hinunter?
Die Frage ist unklar gestellt. Prizisierungen:

a) Wie viel Wasser flieft jerzr den Rhein hinunter? Dies ist ein Momentanproblem. Die
Antwort f(¢) bezieht sich auf die Durchflussmenge pro Zeiteinheit, zum Beispiel
pro Sekunde.

b) Wie viel Wasser flie3t im Jahr den Rhein hinunter? Dies ist ein Integralproblem.

31. Dezember

Y, f()ar= J f(r)de

alle Sekunden 1. Januar
des Jahres

3.2 Wie weit kommen wir?

a) Jetzt? Antwort in Metern pro Sekunde. Momentangeschwindigkeit v(¢).

b) Insgesamt? Gefragt ist nach der integralen Wegstrecke s.

Zielzeit
b

s= J v(t)dt

a
Startzeit

3.3 ,Flache unter der Kurve*

]

f.-

] Il

»Flache unter der Kurve*
Bei dieser Interpretation ist zu beachten, dass diese ,,Fliche* in der Regel nicht eine
geometrische Fliche bedeutet. Sie kann zum Beispiel ein Wasservolumen oder eine
Weglinge bedeuten.
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3.4 Approximation
Wir approximieren das Integral von a =1 bis b =2 durch eine Folge von Rechtecken.

0 1 2

Approximation durch vier Rechtecke
Es ist dann:

4
=i o3 4o ) sl )= Sl )4
k=1

Die Approximation wird genauer, wenn wir mit schmaleren Rechtecken (Schrittlinge

%) arbeiten.

0 1 2

Feinere Approximation
Nun ist:



Hans Walser: Modul 108, Integration 5

Noch schmalere Rechtecke, Schrittlinge % .

0 | 2
Noch feinere Approximation
Nun ist:
16
A= r(1+46) 16
k=1
Allgemein:

Wir verwenden die Schrittlinge Ax. Im Intervall von a bis b gibt es dann bA"—;‘ Schritte.
Als Approximation fiir A erhalten wir:

S

—d

D

A=) fla+kAx) Ax

>~
Il
—_

Den genauen Wert von A erhalten wir durch einen Grenzprozess:

Schreib-
b-a weise
Ax l b
A= lim Y fla+kAx)-Ax = [f(x)dx

a

Diese Schreibweise geht auf LEIBNIZ zuriick. Seine Idee war:
b
J£(x)dx
a

J wie [umme (mit ,,unendlich vielen* Summanden)

dx ein ,,unendlich kleiner* Schritt
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Gottfried Wilhelm LEIBNIZ, 1646 - 1716

3.5 Sonderfille
Von Pontius zu Pilatus:

[£(x)dx=0
Vertauschen der Grenzen:
b a
J £ (&) de==]r(x) d
a b

3.6 Rechenregeiln

3.6.1 Aneinandersetzen von Integrationsintervallen

v 4

/

Ry

Aneinandersetzen von Integrationsintervallen

b c c
[F(x)de+ [ £x)de= [ £(x)de
a b a
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3.6.2 Addition zweier Funktionen

e
e

A A

Die Funktionen f(x) und g(x) einzeln

Die Funktion f(x)+ g(x)
b

b b
J(F(x)+ g(x)) dx=[ £(x) dx+ [g(x) dx

a a a
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3.6.3 Multiplikation mit einer Zahl

b b
J2sf(x)de=A]f(x)dx

A
Verdoppelung der Funktion verdoppelt das Integral

3.6.4 Vorzeichen bei ,,Tauchern“

" A
—a
’fﬁ'

[

, Taucher

b d
J. f(x)dx ist positiv, J. f(x)dx ist negativ

a c

3.6.4.1 Orientierter Flacheninhalt

¥ "___,.-—-"

f,./‘ ¥ = fix)
! F

£ )

- - y \Q\::“)—J/ -

Orientierter Flacheninhalt
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3.6.4.2 Beispiel
Sinusfunktion: Es ist:

Integral: 2.0

Sinusfunktion
2n
sin(¢) dr = +2 , aber j sin(¢) dt =-2

T

S —3

Hingegen ist:

Integral: 00

Sinusfunktion

2
j sin(t) dt =0
0
Integral iiber eine Periodenlinge:
Integral: (10

Periodenlange

a+2mn
f sin(t) dt =0

a
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Betrag der Sinusfunktion:

Integral: 4.1

0 pi 2pi

Betrag der Sinusfunktion
21
[ Jsin(¢)[dr =4
0

3.7 Wie warm ist es heute?
Was verstehen wir unter der mittleren Tagestemperatur?

15 15
10 10
5 5
0 0
0 4 & 12 16 20 24 0 4 & 12 16 20 24

I I

Echte und mittlere Tagestemperatur

Die mittlere Tagestemperatur ist eine konstante Zahl, die zum selben Integralwert fiihrt
wie die echte Tagestemperatur. Wir sprechen dann von einem Integralmittelwert.

3.7.1 Integralmittelwert

[£(x) dx

a

Integralmittelwert =

T

Analogie zum Durchschnitt



Hans Walser: Modul 108, Integration

4 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Eine Geschichte in neun Schritten

A

— . i
Fy(x)
@ R)-Flxo)= | £
b & .'I.l-I Ly .l f
Fa(x)_Fa(xO)
@ Fabhalo) oy

@) lim (M):f(xo),das heiBt: F;(xp)=f(xo)

X=X
(5)  F, isteine (spezielle) Stammfunktion von f. Es ist F,(a)=0.

(6)  Beliebige Stammfunktion von f: F(x)=F,(x)+C

b
M Jr)de=F,(b)

(8) Etwas Rechnung:

©)  [f()de=F(b)-F(a)
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Resultat:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
b
[(x)dx=F(b)-F(a)
a

Dabei ist F eine beliebige Stammfunktion von f, das heiBt: F’(x)= f(x)

Ableiten ist also die Umkehrung des Integrierens.

4.1 Schreibweise

Beispiel:

5 Probleme an den Grenzen: uneigentliche Integrale

Problematische Grenzen sind: 0 (wegen ,,Division durch Null*) und teo. Der Trick
besteht darin, dass wir die problematische Grenze von der sicheren Seite her anschlei-
chen.

5.1 Beispiel

Es ist:
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5.1.1 Grenze plus unendlich

-
) 1 4,=-_1.,1
Aus: —[x2 dx=—-—"+1
1
oo r
Bestimmen wir: J.dexz lim J‘%dx = lim (—l+1):1
lx —>oo lx r—>oo

5.1.1.1 Anwendung: Abschéatzung einer Reihe

Wir schitzen die Reihe 1+%+%+ --- nach oben ab. Dazu studieren wir die folgende

Figurensequenz:

=
I
L2
£
Ln
=3

=
I
L2
£
Ln
=3

=
I
L2
£
Ln
=3

1,

Abschétzung der Reihe 1+%+ 5

oo

: . 1.1, _ 1
Wir sehen dass: 1+4+9+ ,{Z'lkz <2

Bemerkung: EULER hat gezeigt, dass: 1+1 + ot 2 Lz = n— =~1.645
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5.1.2 Grenze Null

Aus: %dx:—l+l
X

1 s

I N

1
Versuchen wir: % dx = lim [I% dx} = lim (—1 + %) divergiert!
N

X s—0 X s—0

S —_— —

Das Integral existiert nicht.

5.2 Beispiel
-1
f(x)—\/;
13
—— =
5 4 -3-2-10 1 2 3 4 5
X
Die Funktion f(x)=-L
Vx
Es ist: L ax=2Jx+C

5.2.1 Grenze plus unendlich

.
. g _
Aus: { e 2r =21
oo r
Versuchen wir: L dx=lim| [L dx |= lim (27 =2) divergiert!
{& oo {f Jim | ) divers

Das Integral existiert nicht.

5.2.2 Grenze Null

1
Aus: Jde=2J_—2J§
g Jx
1 1
Berechnen wir: L dx=1lim| |-L dx |=lim(2- 2\/; =2
E[‘/; s—0 ‘I‘/; s%O( )
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5.3 Beispiel
Flx)=1
¥ 3
2
|
54 -3 -2 -1 0
X
Die Funktion f(x):%
Es ist: [L dx=mn(|d)+C

5.3.1 Grenze plus unendlich

. 1 _
Aus: j dx = In(|r|) 11_(%) in(}r)
oo r
S 1 1 . .
Versuchen wir: ‘!; = rh_)n:o (‘!; J = rh_)rr:o ln(|r|)) divergiert!

Das Integral existiert nicht.

15
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5.3.1.1 Anwendung: harmonische Reihe divergiert

Wir zeigen, dass die harmonische Reihe 1+%+%+ --- divergiert. Dazu die folgende

Figurensequenz:

ez

=
—
[

ad
o
n

ez

3

I

0

Abschéatzung der harmonischen Reihe 1+ % + % +e-

oo

Wir sehen dass: 1+ % +l4= Z 1> o . Die Reihe divergiert also.

3 k
k=1

5.3.2 Grenze Null

1
Aus: [L dx=1n(1)-In(|s|)=—In(}s])

5 =0

1 1
Versuchen wir: E[% dx = Slgl})(:[% dx] = slgl})(—ln(|s|)) divergiert!

Das Integral existiert auch nicht.
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6 Zusammenfassung

6.1 Begriffe
Eine Funktion F (x) heilt Stammfunktion von f (x) ,falls F ’(x) =f (x) .

Unbestimmtes Integral von f = Menge aller Stammfunktionen von f .

Schreibweise: J f (x)dx . Dabei ist f(x) der Integrand, J -+ dx das Integrationssymbol

und x die Integrationsvariable.

bea b
Bestimmtes Integral: A= lim 2 f(a + kAx) “Ax = If(x) dx
Ax—0 k=1
- a
b
[ £(x)dx
Integralmittelwert =4 -

Orientierter Flacheninhalt: das ,,unter der x.Achse* zihlt negativ

6.2 Rechenregeln

J(r(x)+g(x)dr= [ £x) dx+ [g(x)dx JAF(x)de=A]f(x)dr

a b a b c c
[r(x)dx=0 Jrixde==[f(x)dx  [f(x)de+[r(x)de=]r(x)dx
a a b a b a

b b b b b
J(r(x)+g(x))dv= [ £(x) dx+ [g(x)d JAf(x)de=A]F(x)dx

6.3 Hauptsatz

b
J f(x)dx=F(b)—F(a), F eine beliebige Stammfunktion von f. Ableiten die Umkeh-
a

rung des Integrierens.

b
Schreibweise: Jf(x) dx=F(x)]
a

6.4 Uneigentliche Integrale
,Heile* Grenzen, zum Beispiel *oo, Definitionsliicken des Integranden

Trick: von der sicheren Seite her anschleichen.

Anwendung: Abschitzen von Reihen.



