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1 Partielle Integration

1.1 Typische Fragestellung

[(sin(x))* dx =2

1.2 Herleitung aus der Produktregel

(W) =uv+u’
wv=(uw) —uv’
Juvdx = j(uv)' dr— [uv’ dx
w

Somit haben wir die Formeln zur partiellen Integration:

Ju'vdxz uy — Juv’ dx

b b b
J.u'vdxzuv| —Iuv'dx
a a g

Was haben wir damit gewonnen, dass wir ein Integral durch ein anderes ersetzen kon-
nen?

1.2.1 Beispiel
_[xex dx=7?

Der Trick besteht darin, die beiden Faktoren x und e* geeignet den Funktionen u’ und
v zuzuordnen.

In unserem Beispiel setzen wir u’ =e” und v = x . Damit erhalten wir:

Das ergibt schlieBlich: Ixex dx=xe* —e*+C

Kontrolle durch Ableiten:
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1.2.2 Beispiel

[(sin(x))* dx =2

Wir setzen u” = sin(x) und v =sin(x). Das fiihrt zu:

Das ergibt schlieBlich: _[(sin(x))z dx = —%cos(x)sin(x) + %x +C

Kontrolle durch Ableiten:
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1.2.3 Beispiel
Iln(x) dx=7?

Wir setzen u' =1 und v= ln(x). Das fiihrt zu:

Das ergibt schlieBlich: Jln(x) dx=xIn(x)-x+C

2 Integration mit Substitution

2.1 Beispiel
J2rcos(s?)dr =2

’

Die innere Ableitung 2¢ = (tz) kommt zum Vorschein

Wir fiihren folgende Substitution durch:

p=1>
(;—(f=2t = de=2rdt

Fiir das Integral 1 = J.Zt cos(tz) dr erhalten wir damit:
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1= _[cos((p) de =sin(p)+C
Nun machen wir die Substitution wieder riickgéngig. Das ergibt:
I= JZtcos(rz) dr = sin(t2)+ C

Kontrolle durch Ableiten:

2.1.1 Bestimmtes Integral

}2tcos(t2) dr=?
2

Es gibt zwei Losungswege.

2.1.1.1 Erster L6sungsweg

Wir berechnen das unbestimmte Integral wie oben und setzen dann die Grenzen ein.
Also:

J2tcos(t2) dr = sin(t2)+ C

}2tcos(r2) dr = sin(tz) = sin(9) - sin(4)

2

D w0

2.1.1.2 Zweiter L6sungsweg

Wir ersetzen auch die Grenzen geméf3 der Substitution. Dies hat den Vorteil, dass wir
die Substitution am Schluss nicht wieder riickgéingig machen miissen.

1= ‘3[2tcos(t2) dr
2

Substitution wie oben:

Umrechnen der Grenzen:
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Damit ergibt sich:
3 9

I= J2tcos(t2) dr = Jcos((D) do =sin(p)

2 Substitution 4

=sin(9)—sin(4)

B —_—0

einsetzen

2.2 Verwendung der Umkehrfunktion
Wir berechnen das Integral:

I= j 1—x2 dx
Substitution:

2

x=cos(p) = 1—x* =sin(¢)

dx = —sin(¢@) de

Damit erhalten wir zunéchst:
1= [N1-22 dx=—[(sin(p))’ do

Das Integral _[(sin((p))z d¢ haben wir bereits mit partieller Integration geldst. In unse-

rem Fall fiihrt dies auf:

I= —J-(sin((o))2 do= %cos(qo)sin(go) - %(p +C

Um die Substitution x = cos(¢) riickgéngig zu machen, brauchen wir die Umkehrfunk-

tion @ = arccos(x). Damit ergibt sich schlieBlich:

I = %cos((p)sin((p)—%(0+ C= %x\/l —x? —%arccos(x)+ C
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2.2.1 Anwendung: Berechnung der Kreisflache
Wir berechnen den Flidcheninhalt des halben Einheitskreises.

y=1(x) = {/1-x>

Halber Einheitskreis
Die obere Begrenzungslinie des Halbkreises wird durch die Funktion

y=f(x)= 1-x? beschrieben. Wir haben also das folgende bestimmte Integral zu
berechnen:

1
1:] 1-x2 dx
-1

2.2.1.1 Erster L6sungsweg
Wir verwenden das oben berechnete unbestimmte Integral und setzen die Grenzen ein:

J\/l—xz dx=%x\/1—x2 —%arccos(x)+C
1 1
1= J 1-x? dxz(%xxll—xz —larccos(x)) |

2
-1 -1

Da der Wurzelausdruck v1— x? fiir x = *1 verschwindet, erhalten wir:

I= —%aI'CC(T)S(l)+ %arccos(—l) = %

0 T

Die halbe Kreisfliche ist also 5, die gesamte Kreisfliche des Einheitskreises .
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2.2.1.2 Zweiter L6sungsweg
Wir transformieren die Grenzen.

Substitution:
x=cos(p) =  J1-x? =sin(p)
dx = —sin(¢@) de
Fiir die Umrechnung der Grenzen brauchen wir die Umkehrfunktion ¢ = arccos(x):

x | ¢ =arccos(x)
1 0
-1 T

Damit ergibt sich fiir unser bestimmtes Integral:

1 0 T
1= [N1-x* dv=-(sin(9))" do = [sin*(g)d
-1 T Grenzen ©

vertauschen

I= (sm(q))) do = (—lcos((p)sin((0)+%go)7(|:

O'—.?—l

Wegen sin(n) =0 und sin(O) =0 bleibt schlieBlich:

| T
1= bX4 |
0
2.3 Beispiel
[= <=1 gx
J‘e Y41
Wir verwenden die Substitution:
et =t
X= ln(t)
dx=1ar

Damit erhalten wir:

Je—ldx J‘tlldt

Nun hilft folgende Nebenrechnung weiter:

2 1 2=(r+l) g g

1 t

1t (1)

~
[y
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Wie komme
ich darauf ?

=

/"\-

Wie komme ich auf diese Briiche?

Wir werden im kommenden Abschnitt (Partialbruchzerlegung) die Hintergriinde dieser
Nebenrechnung kennen lernen. Vorerst erhalten wir damit:

1= Ji b= (o= [

Und weiter:

Das ergibt schlieBlich:

I=[E=Ldr=2In(e" +1)-x+C

e +1

3 Partialbruchzerlegung
Wir hatten oben die Umformung

Zt_(H-l)—L_l
(t+1) 1+l ¢

verwendet. So ergaben sich zwei Briiche mit linearem Nenner, was sich leicht (in die-
sem Fall mit der Logarithmusfunktion) integrieren ldsst. Dies ist der Sinn der so ge-
nannten Partialbruchzerlegung.

Vorerst aber noch ein Beispiel mit einer rationalen Funktion.
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3.1 Rationaler Integrand

3.1.1 Beispiel
Im Beispiel

J 3x* =203 +6x% +116x-105 dic
2
x“—8x+15

ist der Integrand eine rationale Funktion, das heift ein Quotient zweier Polynomfunkti-
onen. Wir bearbeiten den Quotienten

3x* =203 +6x% +116x-105
x> —8x+15

zundchst einmal mit Maple:

3x4-20x3+6x2+116x— 105

fi=
x2—8x+15

> f:=simplify(f);
f=3 xX2+4x-7
Der Quotient ldsst sich also restlos ,,ausdividieren*. Damit wird die Integration simpel.

Konnen wir dieses Ausdividieren auch von Hand durchfiihren?

3.1.1.1 Erinnerung
Wir erinnern uns an den Divisionsalgorithmus, den wir in der Schule gelernt haben:

3452 . 12 =
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3.1.1.2 Divisionsalgorithmus fiir Polynome
Genau gleich konnen wir Polynome dividieren:

(38x* - 20x> + 6x® +116x ~105 ) : (x* ~8x +15 ) =

3.2 Beispiel
Im Beispiel

J3x4—20x3+6x2+120x—100 dic
2
x“—8x+15

ist der Integrand wieder eine rationale Funktion. Wir bearbeiten den Quotienten

3x* =203 +6x% +120x-100
x2—8x+15

zundchst einmal mit Maple:

3x4-20x3 +6x2+ 120 x— 100

fi=
x2—8x+ 15

> f:=simplify(f);

3x4-20x3 +6x2+ 120 x— 100
x2—8x+15

fi=

10

Eine Vereinfachung scheint also nicht moglich. Trotzdem liefert Maple ein Integral; in

diesem Integral erscheinen aber Logarithmen:
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3x4-20x3 + 6x2+ 120 x— 100

dx =
x2—8x+ 15

17 25
3 +2x2 - 7x——In(x=3)+ 5 In(x—5)+C
Gehen wir der Sache nach: Zunéichst das Ausdividieren:

(3x* - 207+ 6x% +120x ~100 ) : (x* - 8x+15) =

Es bleibt ein Rest von 4x + 5 tibrig. Somit ist:

4 3 2
3x —20x2+6x +120x-100 _ 3x2+4x_7+;4x—+5
x*—8x+15 x"—8x+15

J3x4—20x3+6x2+120x—100 di = J‘3x2 dx+J4xdx—J7 dx+I Axt5 g

x> —8x+15 x°—8x+15

Die ersten drei Integrale konnen leicht gelost werden. Wir untersuchen nun das Rest-
problem:

4 x+5
x2—8x+15

3.2.1 Restproblem

4x+5 _
x“—8x+15

Wenn wir Maple glauben diirfen, ist:
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x2i)§§:j—15 dv=~"Fn(jx = 3)+ 2 In(lx - 5)+C

Zwischen dem Nenner x> —8x+15 und den in den Logarithmen vorkommenden Aus-
driicken (x—3) und (x—35) besteht folgender Zusammenhang:

x? —8x+15=(x—-3)(x-5)

Dies ist die Schliisselidee zur Partialbruchzerlegung.

3.2.2 Partialbruchzerlegung
Vorgehen:

(1) Zerlegung des Nenners in Faktoren:
x? —8x+15=(x—-3)(x-5)

2) Ansatz fiir Partialbriiche:

4x+5  _ _a + b
x2-8x+15 *=3  x-5

3) Gemeinsamer Nenner durch Erweitern:

4x+5  _ a(x-5) 4 b(x-3) :x(a+b)+(—5a—3b)
A-8x+15  (x=3)(x=5) © (x=5)(x-3) 2 —8x+15

4 Koeffizientenvergleich im Zahler:

Koeffizient von x: 4d=a+b

Koeffizient von xo : 5=-5a-3b

5) Gleichungssystem l0sen:

d=a+b
5=-5a-3b 2 2
(6)  Somit ist:
dx+5 17 1 .25 1
x2—8x+15 2 x-3 2 x-5

e o B == )+ F =) e
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3.2.2.1 Schnellmethode fiir die Partialbruchzerlegung
Berechnung von a:

Wir multiplizieren den Ansatz beidseitig mit (x— 3):

(x—43)§z-x5—5) - xf3 + xfs ” (x-3)

(4xx—+55) =at b(xx—_53)
Wenn wir nun x = 3 einsetzen, ergibt sich: I(Z_JS =a+ bf(z)) ,also a= —%
Berechnung von b:
Wir multiplizieren den Ansatz beidseitig mit (x—5):
(x—43)§z-x5—5) - xf3 + xfs ” (x-5)
% _ a(xx_—35) b
Wenn wir nun x =35 einsetzen, ergibt sich: % = @ +b,also b= %

Damit kénnen wir uns das Losen des Gleichungssystems unter (5) sparen.

3.3 Beispiel
Im Beispiel

4x+5 _
x“—8x+16

ist der Nenner geringfiigig gedndert worden. Das hat aber Konsequenzen. Bei der Zer-
legung des Nenners in Faktoren erhalten wir:

X2 —8x+16=(x—4)(x—4)=(x—4)

Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung vom letzten Beispiel funktioniert nicht (wa-
rum?). Wir miissen mit einem anderen Ansatz arbeiten, namlich:

4x+5  _ a b
x> —8x+16 (x—4)2 x—4

Bei gleichen Nennern

ax+5  _ _a  blxd)
x> —8x+16 (x—4)2 (Jc—4)2

gibt der Koeffizientenvergleich das Gleichungssystem:
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4=0>

= a=21;, b=4
S5=a—-4b

Somit ist:

_ 4x+5
X —8x+16

L de=21=L+4In(]x-4])+C

Auch hier gibt es eine Schnellmethode:

Wir multiplizieren den Ansatz beidseitig mit (x — 4)2 :

4x+5  _ b 2
x2—)§:+16 B (x_a4)2 = ” (x—4)

4x+5=a+b(x—4)

Setzen wir x =4 ein, ergibt sich a = 21. Fiir die Berechnung von b miissen wir mit dem
Koeffizientenvergleich 4x = bx arbeiten, woraus b = 4 folgt.

3.4 Beispiel
Im Beispiel
4x+5 dx =9
x2—8x+18

ldsst sich der Nenner nun gar nicht mehr in (reelle) Linearfaktoren zerlegen. Hier hilft
folgender Trick weiter:
24)C+5 dx=2J. 22)6—8 dx+21j 5 1 dx
x“—8x+18 x°—8x+18 x“—8x+18
:Il 212

Die beiden Teilintegrale werden nun mit unterschiedlichen Methoden weiter bearbeitet.

3.4.1 Erstes Teilintegral
I = | —2x=8 4y
) 2 g8

Der Zihler ist die Ableitung des Nenners, wir kommen also mit der Substitutionsme-
thode weiter. Wir setzen

u=x>—8x+18
du=(2x-8)dx
und erhalten damit:

11 = jﬁde Ji—MZ 1H(|M|)+C1

Riickgédngigmachung der Substitution fiihrt schlieBlich zu:

I =tn(jul) + ;= n{|«* - sx+18])+ ¢,
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3.4.2 Zweites Teilintegral
O e ——
2 J.)c2—8x+18
Wir formen den Nenner wie folgt um:
12— 8x+18=(x? —8x+16)+2=(x—4)" +2

Fiir das Integral I, erhalten wir damit:

2= Ix2—81x+18 b= J(x—41)2+2 dx:%J(,CJ__:)2+1 &
2

Jetzt konnen wir mit folgender Substitution weiter arbeiten:

p=2x=4__1, 4
NN
= % = dx=+2du
Damit ergibt sich
_1 1 _1(_1 _ 1 f(_1 _ 1
12_2J(H)2+1d”—2fu2+ V2 du \/,J' du = ﬁarctan(u)+C2
2 Formel
sammlung

und nach Riickgéngigmachung der Substitution schlieBlich:

Iy=|—1 dx= larctan( )+C
2 Jx2—8x+18 2 2 2

Fiir das urspriingliche Integral J‘% dx ergibt sich somit:
X" —ox+

4545 x—4
S 211+2112—21n(‘x —8x+18‘)+—arctan(f)+c

4 Ausblick

Wir haben bei weitem nicht alle Moglichkeiten behandelt, die sich beim Zerlegen des
Nennerpolynoms (das ja auch von hoherem Grad sein kann) ergeben. Fiir die verschie-
denen Fille sind jeweils besondere Ansétze und Losungsmethoden erforderlich. Falls
Sie auf Threm Lebensweg auf ein solches Integralproblem stoBen, sind folgende Vorge-
hensweisen sinnvoll (in dieser Reihenfolge):

o Kontakt mit einer Mathematikerin / einem Mathematiker suchen.

e CAS (Computer Algebra Software, wie zum Beispiel Maple, Mathematica oder De-
rive) einsetzen.

e Einschldgiges Handbuch oder Formelsammlung verwenden.
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5 Zusammenfassung

5.1 Partielle Integration

b b
uvdc=uv—|uw' dx oder |u'vdx= uvl|? — luw dx
fto o= fu e o frvace]
a a

5.2 Substitution
Tipp: Grenzen mitsubstituieren

5.3 Partialbruchzerlegung
Beispielsweise quadrtischen Nenner durch zwei lineare Nenner ersetzen.

Ansatz, Koeffizientenvergleich.

16



