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Modul 110 Differenzialgleichungen 1, Wachstum



50% Wachstum pro Jahr
NO)=1

AN =0.5 N(1)

N+ 1)=1.5 N(¢)



N(t)

—_— N W kB Ut N J OO

1 2 3 45

50% Wachstum pro Jahr
NO)=1

AN =0.5 N(1)

N+ 1)=1.5 N(¢)



N(t)

—_— N W kB Ut N J OO

50% Wachstum pro Jahr
NO)=1

AN = 0.5 N(t)
N(t + 1) = 1.5 N(¥)

N(t)=15"



N(t)

—_— N W kB Ut N J OO

50% Wachstum pro Jahr
NO)=1

AN = 0.5 N(t)
N(t + 1) = 1.5 N(¥)

N(t)=15"

N'(t)= 1.T5f In(1.5)=0.4055- N(t)

1
N(1) 0.4055

N’(t)=0.4055- N (¢)



—_— N W kB Ut N J OO

N(t)

Differenzialgleichung

N'(t)=0.4055- N(1)



Exponentialfunktion

N(t)=cb'



Exponentialfunktion
N(t)=cb'

N'(t) = ¢b_In(b)

ch'l
;”T



Exponentialfunktion

N(t)=cb'



y'(2)=ay(t)

Y gf) = a - ()
momentane Proportionalitéts- gogtand
Zuwachs- faktor

geschwindigkeit



(1) =ay(1)

Differenzialgleichung

Funktion unbekannt

11



Ableiten ist
ein Handwerk

Integrieren ist
eine Kunst

L.Osen von
Differenzial-
gleichungen

1st Gliickssache

12



Beispiel :

y'(2)

y(?)

13



Beispiel :

5

y(r)=e

y(6)=y()

ist eine Losung. Einzige Losung?

14



Tangentensteigung, Richtungsfeld

/ 7/
=SS S
Als Steigung // / /

207 1 1, /7
1777
W/ /7,

interpretieren  «* o _o” 7~ 7 7 7 7

iy -1 1 2
-...\\\E\\\w

N\ N\
"N\ N\
VA

ANNNY
A AN

AN NV

15



Y=y

Als Steigung
interpretieren

Tangentensteigung, Richtungsfeld

7/

/ /7
/ / / Mit Losungskurve

S e

16



Tangentensteigung, Richtungsteld

YN

y =7 _ / / Mit Losungskurve
Als Steigung _ / / / / y=¢
interpretieren T

Weitere

1 2 .
NG ™ Losungskurven

AN

17



Zusammenhang zwischen den drei "oberen" Losungskurven?

Tangentensteigung, Richtungsteld

YN

y =7 _ / / Mit Losungskurve
Als Steigung _ / / / / y=¢
interpretieren T

Welitere

1 2 .
NG ™ Losungskurven

AN

18



Zusammenhang zwischen den drei "oberen" Losungskurven?

’

y =Y

Als Steigung
interpretieren

Tangentensteigung, Richtungsteld

Mit Losungskurve

y=¢e

Weitere
Losungskurven

19



Konstante,
wird durch
Anfangs-
bedingung
festgelegt

20



CAS

Difterenzialgleichung
> dift(y(t).t) = y(t);
J
57 Y1) =y(1)

21



CAS

Differenzialgleichung
> diff(y(1),t) = y(1);

%}’(f}=}’(f)

Allgemeine Losung
> dsolve(diff(y(t),t) = y(t), y(1));
y(t)=e! _CI

==

Mal eine Konstante

22



y'(t) = y(t) Allgemeine LOsung: y(t) = Ae!

Ael = eln(A) el = et+1n(A)

Al _ et+ln(A)

T T
Streckung in Verschiebung
y-Richtung in x-Richtung
mit Faktor A um —In(A)




Aet — et+ln(A)

T T
Streckung in Verschiebung
y-Richtung in x-Richtung

mit Faktor A um —In(A)

24



y'(1)

Anfangsbedingung (Randbedingung)

y(1) = y(r)=Ae

‘ Wie grob3 1st A? \

25



Anfangsbedingung (Randbedingung)

y()=y(t) = y(r)=a¢

Anfangsbedingung (Beispiel):  y(0)= %

26



Anfangsbedingung (Randbedingung)

y()=y(t) = y(r)=a¢

Anfangsbedingung (Beispiel):  y(0)= %
soll!
\J

y(0)=4e’=A = 1

27



Anfangsbedingung (Randbedingung)

y(t)=y(1) = y(r)=A¢
Anfangsbedingung (Beispiel): y(0)=

soll!
l

y(0)=4e’=A = 1

28



Anfangsbedingung (Randbedingung)

29



CAS

Anfangsbedingung (Randbedingung)

Ditterenzialgleichung mit Antangsbedingung

> dift(y(0).0) = y(1), y(0) = 1/2;
J 1
5 Y1) =y(1),y(0) =5

Losung
> dsolve({diff(y(t).,t) = y(t), y(0) = 1/2}, y(1));

}I(f)=%=:’

30



Andere Anfangsbedingung

y()=y(t) = y(r)=Ae

Andere "Anfangs"-Bedingung: y(1.5)=0.7

!
y(1.5)=4e!° =07 = A=0.7-¢71°=0.15619

31



Andere Anfangsbedingung

15619¢’

32



CAS

Andere Anfangsbedingung

Y()=y(¢), y(1.5)=0.7 = y(t)=0.15619'

Andere Anfangsbedingung

> ditt(y(t).t) = y(t), y(1.5) =0.7;
0
zrﬁ y(r)=y(t),y(1.5)=17

Losung

> dsolve({ditt(y(t).t) = y(t), y(1.5) =0.7}, y(t));
y(r)=.1561911121 e’

33



Sondertfall: Integration

y(x)=6x"—12x+3

34



Sondertfall: Integration

y(x)=6x"—12x+3

Rechts kommt y(#) nicht vor; reines Integrationsproblem

35



Sondertfall: Integration

y(x)=6x"—12x+3
Rechts kommt y(#) nicht vor; reines Integrationsproblem

y(x)= _’-(6x2—12x+ 3)dx:2x3 —6x*+3x+C

36
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Differenzialgleichungen erster Ordnung

y'=0

y'=ay
y'=ay+b
(A=y)(B-Y)
y'=f(x)

Nur erste Ableitung

38



Differenzialgleichungen zweiter Ordnung

” — O
y'+ay=0
y” + by’ + cy = cos(x)

Die hochste vorkommende Ableitung

gibt die Ordnung an.

39



Differenzialgleichungen erster Ordnung

y=0 =yn=C

y'=ay

y'=ay+b

=a(A-y)(B-Y)

y'=f(x)
y'=p(x)y+4q(x)

Nur erste Ableitung

40



Differenzialgleichungen erster Ordnung

y=0 =yn=C
y'=ay = y(t) ="

y'=ay+b
=a(A-y)(B-Y)
y'=f(x)

y'=p(x)y+q(x)

Nur erste Ableitung

41



Erinnerung: y'(¢)=y(t) = y(t)= A¢’

42



Erinnerung: y'(¢)=y(t) = y(t)= A¢’

Neu: y(x)=a-y(x)

‘ Zusatzfaktor \

43



Erinnerung: y'(¢)=y(t) = y(t)= A¢’
Neu: y(x)=a-y(x)

Losung: | y(x)= Ae™

44



Erinnerung: y'(¢)=y(t) = y(t)= A¢’
Neu: y(x)=a-y(x)

Losung: | y(x)= Ae™

’

Kontrolle: (Aeax) — Aeax cq = a(Aeax)

A . :

y(x)

innere
Ableitung

45



Vi(x)=a-y(x)+b

4

‘ Zusatzlicher Summand

46



Schreibweise von Leibniz:

i
dx

d =a-y+b

47



Vi(x)=a-y(x)+b

: : o d
Schreibweise von Leibniz: ay =a-y+b
: : d
Separation der Variablen: — = dx
ay+b

alle y links / alle x rechts

48



Vi(x)=a-y(x)+b

Schreibweise von Leibniz:

Separation der Variablen:

Integration: Ja; 5= jdx

dy '
S =ay+b

dy _

ay+b
Yy

49



y(x)=a-y(x)+b

: : o d
Schreibweise von Leibniz: ay =a-y+b
: : d
Separation der Variablen: Y —
ay+b

: d
Integration: J Y - jdx
ay+b

Rechts:

50



Nebenrechnung:

dy

Links: j

=7
ay+b
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Nebenrechnung:

— 9

Links: j dy =
ay+b
Substitution:

u=ay+>b

52



Nebenrechnung:

— 9

Links: j dy =
ay+b
Substitution:
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Nebenrechnung:

Links: j dy
ay+b
Substitution:

J 1.[du
ay+b

=7
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Nebenrechnung:

Links: j dy
ay+b
Substitution:

Jay+b

1.[du::

=7
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Nebenrechnung:

Links: j dy =
ay+b
Substitution:

J 1.[du::
ay+b

56



Vi(x)=a-y(x)+b

Schreibweise von Leibniz:

Separation der Variablen:

Integration:
Rechts:

Links:

%za-y+b

dy _

ay+b

Ja;liszdx
J.dx=x+C1

jaj{b = Lin(jay+b])+ ¢
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Vi(x)=a-y(x)+b

Schreibweise von Leibniz

Separation der Variablen:

Integration:
Rechts:

Links:

Vergleich

Cody _

Lo, =a y+b
dy _
ay+b
Jai=]a
ay+b

J.dx=x+C1

jaj{b = Lin(jay+b])+ ¢

; ln(|ay+b|) =ax+ Cj

58



Vergleich: In(|ay+b|)=ax+ C3

59



Vergleich: In(|ay+b|)=ax+ C3

Gesucht st y:

60



Vergleich: In(|ay+b|)=ax+ C3

Gesucht st y:

|ay+b| _ eax+C3 _ C4eax
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Vergleich: In(|ay+b|)=ax+ C3

Gesucht st y:
|ay+b| _ eax+C3 _ C4eax

ay+b=Cse™
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Vergleich: In(|ay+b|)=ax+ C3

Gesucht st y:
|ay+b| _ eax+C3 _ C4eax
ay+b=Cse™

ay=Cse™ —b
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Vergleich: In(|ay+b|)=ax+ C3

Gesucht st y:
lay+b| = e+C3 = 06
ay+b=Cse™
ay=Cse™ —b

ax b

y=Ae =

a

64



y=ay+b

Losung: y = Ae?* —

b

a

65



Beispiel: y'=2y—3 y=ay+b

Losung: y = Ae?* — %



Beispiel: y'=2y—3 y=ay+b

dy _
a—Zy 3

Losung: y = Ae?* — %



Beispiel: y=2y—3 y=ay+b

L =2y-3
. o ax Q
dy _ dx Losung: y = Ae .
2y—-3
Separation

der Variablen



Beispiel: y'=2y—3 y=ay+b

D _Hy

dx—2y 3 " .
dy _ dy Losung: y = Ae —
2y—-3

2 fo



b
_|_
/:ay

y

3

/_2y_
ispiel: y" =

Bei

b
Cl.X_E
= Ae
Ly =
Losung
-3
dy :2y
dx
dy _
2y—-3
dy

+C1
(2y—3D=x
In

N |—



Beispiel: y'=2y—3 y=ay+b

dy _

a—Zy 3 ) o ,
dy _ dy Losung: y = Ae —
2y—-3

[ dy _

.2y—3_de

2In(|2y-3)=x+C
In(|]2y-3|)=2x+C;



Beispiel: y'=2y—3 y=ay+b

dy _

a—Zy 3 ) o ,
dy _ dy Losung: y = Ae —
2y—-3

[ dy _

.2y—3_de

2In(|2y-3)=x+C
In(|]2y-3|)=2x+C;
2y—3=Cse?*



Beispiel: y'=2y—3 y=ay+b

dy _

a—Zy 3 ) o ,
dy _ dy Losung: y = Ae —
2y—-3

[ dy _

.2y—3_de

2In(|2y-3)=x+C

In(|]2y-3|)=2x+C;
2y—3=Cse?*

3

_ 2x | 3
y=Ae +5



2y—3

SIS SIS S S S

Beispiel : y’

Warum diese

waagerechte Linie?
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Beispiel: y=2y-3 = y(x)=Ae

2Xx

_|_

3
2
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Beispiel: y=2y-3 = y(x)=Ae

Anfangsbedingung: y(0) =1

2Xx

_|_

3
2
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Beispiel: y=2y-3 = y(x)=Ae

Anfangsbedingung: y( )
!

y(O) Ae’ +— A+— 1

2Xx

_|_

3
2

77



Beispiel: y=2y-3 = y(x)=Ae

Anfangsbedingung: y( )
!

y(O) Ae’ +— A+— 1

__1
A= 2

2Xx

_|_

3
2

78



Beispiel: y/=2y—3 = y(x)=Ae** +

Anfangsbedingung: y( )
!

y(0) = Ae” +— A+— 1

3
2

79



3
2

S S S A S ST

2y-3, y(0)=1 = y(x):—%ezx+

y' =




Beispiel: y=2y-3 = y(x)=Ae

Anfangsbedingung: y(0) =1.5

2Xx

_|_

3
2
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Beispiel: y=2y-3 = y(x)=Ae

Anfangsbedingung: y( )
!

y(0) = Ae” +— A+— 1.5

2Xx

_|_

3
2

82



Beispiel: y=2y-3 = y(x)=Ae

Anfangsbedingung: y( )
!

y(0) = Ae” +— A+— 1.5
A=0

2Xx

_|_

3
2

83



Beispiel: y =2y—3 = y(x)=Ae** +%

Anfangsbedingung: y( )
!

y(0) = Ae” +— A+— 1.5
A=0

y(x)=3

Ein bisschen viel Holz fiir eine Geige.
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_3
2

1.5 = y(x)

Y =2y-3, »(0)=
/S S S

S S S S




S S SN S S ST




Beschrinkte Ressourcen

Es hat
solang's hat!

87



Wachstumsprognosen?

88



Modell: Zuwachs proportional zu noch vorhandenen Ressourcen

89



Modell: Zuwachs proportional zu noch vorhandenen Ressourcen

Total der Ressourcen || Zum Zeitpunkt ¢
Kapazititsgrenze verbrauchte Ressourcen

vy
N'(t)= AM(B—N(1))

T

‘ Proportionalitdtstaktor ‘

90



Differenzialgleichung von der Form

y=ay+b

Mit der Losung: y(x)= Ae™ — b

a

91



Form: y' = ay+ b, Losung: y(x)= Ae
a=—-A, b=AB

N(t) = Ae_)“t + B

92



Total der Ressourcen
Kapazititsgrenze

Konstante, durch
Anfangsbedingung
gegeben

93



N'(f)=AB-N(1)) = N(t)=Ae ™ +B
Beispiel: B=1000, A=0.1
Anfangsbedingung : N(0) =100

94



N'(f)=AB-N(1)) = N(t)=Ae ™ +B
Beispiel: B=1000, A=0.1
Anfangsbedingung : N(0) =100

N(t) = Ae "1 +1000

95



N'(f)=AB-N(1)) = N(t)=Ae ™ +B
Beispiel: B=1000, A=0.1
Anfangsbedingung : N(0) =100

N(t) = Ae "1 +1000

!
N(0) = Ae” +1000=100 = A =-900

96



N'(f)=AB-N(1)) = N(t)=Ae ™ +B
Beispiel: B=1000, A=0.1
Anfangsbedingung : N(0) =100

N(t) = Ae "1 +1000

!
N(0) = Ae” +1000=100 = A =-900

N(t)=-900e"'" +1000

97



N(1)=-900e"" +1000

Total der Ressourcen -
. =P 1000
800-'////////////// B
’4:’////////// P OO OO OO OO OO OO OO OLd
6 - 7777777477777/ 7777777777777 7/7 7
a0/ /77 4777777777777 77777777777777
200
Anfangsbedingung |_> IBI 111111000101 001001710100110111711

98



Nochmals: Separation der Variablen

y’(x) = a-y(x)+b

: : o d
Schreibweise Leibniz: ay =a-y+b
Separation x und y: b dx
" ay+b
: d
Integration: J anyrb = J.dx = In(|lay+b|)=ax+C

N ) ——
Lin(lay+b|}+c, 1O

~In(|ay 2

Nach y auflgsen: y = Ae®™ — 2

a

99



Eine Differenzialgleichung von der Form

, _ 8(x)

Y Th0)

heilit separierbar.

100



Nochmals: Separation der Variablen

/(r) = 8%
)’(x)—h(y)

101



Nochmals: Separation der Variablen

/(r) = 8%
)’(x)—h(y)

) ) . d
Schreibweise Leibniz: =

102



Nochmals: Separation der Variablen

, g(x)

Y (x)= )
: : 0o dy g(x)
Schreibweise Leibniz: & = )

Separation x und y: h(y)dy = g(x)dx

103



Nochmals: Separation der Variablen

, g(x)

y'(x)= )
: : 0o dy g(x)
Schreibweise Leibniz: & = )

Separation x und y: h(y)dy = g(x)dx

Integration: Jh(y)dy = Jg(x)dx

104



Nochmals: Separation der Variablen

/(r) = 8%
)’(x)—h(y)

dy _ 8(x)
dx  h(y)

Schreibweise Leibniz:

Separation x und y: h(y)dy = g(x)dx

Integration: Jh(y)dy = Jg(x)dx

Nach y auflosen:

105



Nochmals: Separation der Variablen

Y (x)=3x"y

106



Nochmals: Separation der Variablen

y'(x) = 3x2y

107



Nochmals: Separation der Variablen
v (x)= 3x2y

dy _

Schreibweise Leibniz: I 3x2y

108



Nochmals: Separation der Variablen

¥ (x) = 3x%y
: : o dy 2
Schreibweise Leibniz: Fi 3x“y

Separation x und y: d—yy = 3x%dx

109



Nochmals: Separation der Variablen

¥ (x) = 3x%y
: : o dy 2
Schreibweise Leibniz: Fi 3x“y

Separation x und y: d—yy = 3x%dx

Integration: Jd—yy = J3x2dx

110



Nochmals: Separation der Variablen

¥ (x) = 3x%y
: : o dy 2
Schreibweise Leibniz: Fi 3x“y

Separation x und y: d—yy = 3x%dx

Integration: JQ = J3x2dx
\ y ) %f_/
In(lyl)  x*+C

111



Nochmals: Separation der Variablen

¥ (x) = 3x%y
: : o dy 2
Schreibweise Leibniz: Fi 3x“y

Separation x und y: d—yy = 3x%dx

Integration: Jd—yy = J3x2dx

n(lyl)  xP+c

Nach y auflosen: y(x)= Ae”

112



Y(0)=3x"y = y(x)=Ae

x3

Anfangsbedingung : y(0.8)=0.4

113



x3

Y(R)=3dy = y(x)=de
Anfangsbedingung : y(0.8)=0.4

: (0.8%)

3 —
y(0.8)=Ae"® =04 = A=0.4e ~0.2397

114



x3

Y(R)=3dy = y(x)=de
Anfangsbedingung : y(0.8)=0.4

: (0.8%)

3 —
y(0.8)=Ae"® =04 = A=0.4e ~0.2397

y(x) =0.2397¢*

115



3
v (x)=3x%y, y(0.8)=04 = y(x)=0.2397¢"

1 05 ob 0.5 !

116



,,hoch — hoch*

c b€
a’ = a( ) oben anfangen (so definiert)
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,,hoch — hoch*

c b€
a’ = a( ) oben anfangen (so definiert)

2
23 _ol¥) _p9_ 510

118



,,hoch — hoch*

c b€
a’ = a( ) oben anfangen (so definiert)
¥) _

2
23 :2( =27 =512

(23)2 =8° =64 %512

Reihenfolge beim Potenzieren nicht vertauschbar!

119



,,hoch — hoch*

c b€
a’ = a( ) oben anfangen (so definiert)

Falls doch, besser so:

Cc
(ab) _ ,be
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Logistisches Wachstum

Modellvorstellung, 1836,
Pierre Frangois Verhulst
(1804 - 1849, Briissel)

N(t) mit Kapazititsgrenze K

N klein: K relativ grof3, anndhernd exponentielles Wachstum

N 1n der Nahe von K: annahernd Nullwachstum

121



Logistisches Wachstum

Modellvorstellung, 1836,
Pierre Frangois Verhulst
(1804 - 1849, Briissel)

N klein: K relativ grof3, anndhernd exponentielles Wachstum

N 1n der Nahe von K: annahernd Nullwachstum

122



Logistisches Wachstum

Modellvorstellung, 1836,
Pierre Frangois Verhulst
(1804 - 1849, Briissel)

N(t) mit Kapazititsgrenze K

N klein: K relativ grof3, anndhernd exponentielles Wachstum

N 1n der Nahe von K: annahernd Nullwachstum
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Beispiele zum logistischen Wachstum
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Beispiele zum logistischen Wachstum

Wachstum der Kaninchenpopulation in Australien
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Beispiele zum logistischen Wachstum
Wachstum der Kaninchenpopulation in Australien

Ausbreitung einer ansteckenden Krankheit
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Beispiele zum logistischen Wachstum
Wachstum der Kaninchenpopulation in Australien
Ausbreitung einer ansteckenden Krankheit

Ausbreitung eines Gertichtes
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Beispiele zum logistischen Wachstum
Wachstum der Kaninchenpopulation in Australien
Ausbreitung einer ansteckenden Krankheit
Ausbreitung eines Gertichtes

Politische Agitation einer entschlossenen Minderheit
bei indifferenter Bevolkerung

128



Beispiele zum logistischen Wachstum

Wachstum der publizierten Todesmeldungen
bei einer Katastrophe

Wachstum der einbezahlten Summen
bei der Gliickskette
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Logistisches Wachstum

N(t) mit Kapazititsgrenze K

N klein: K relativ grof3, anndhernd exponentielles Wachstum

N 1n der Nahe von K: annahernd Nullwachstum

‘ Proportionalititstaktor a ‘
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Form:

y’:ay2+by+c

unterschiedliche Bedeutung von a

_ Yt
Uneu =~
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=qﬁ+by+c
Beispiel :

’

Y

—~—~\\\
—~———~—\\\

;II
[ ]
ééé
/77
,rs

_ 2
y =Y -

’

Sy+6

y'=(y-2)y-3)

!

ITS S S S S S SN

—_——\\\
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I
e e s
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Y =y =5y+6
y=(y-2)(y-3)
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Y =y =5y+6
y=(y-2)(y-3)

Schreibweise Leibniz: % =(y-2)(y-3)
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Y =y =5y+6
y=(y-2)(y-3)

Schreibweise Leibniz: % =(y-2)(y-3)

dy

2)5-3) &

Separation x und y:
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Y =y =5y+6
y=(y-2)(y-3)

Schreibweise Leibniz: % =(y-2)(y-3)

dy

Separation x und y: -2)0=3) =dx
Integration: J = ;;{y_ 3 = J dx
——

o J/

Paltialbrucvhzerlegung x+C
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So richtig, auch nach neuem Duden

~>
Partialbruchzerlegung

Ansatz
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Partialbruchzerlegung

=5t 16-2)

Ansatz
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Partialbruchzerlegung

Ansatz )1 e | (y—2)
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Partialbruchzerlegung

| P . q B
Ansatz 6-2)=3) ~ y-2 + 3 | (y-2)
1 _ o, ab-2) o
3= P53 | y=2 einsetzen
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Partialbruchzerlegung

1 _.D q B
Ansatz 0-2)5-3) _ y-2 + =3 | (v
1 q(y-2)
-3 PP
1 q(2-2)

>3- Pt 33 = P=

2)

| y=2 einsetzen

—1
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Partialbruchzerlegung

| __P q —
Ansatz 0-2)5-3) _ y-2 T3 | (y-2)
-2 .
# =p+ Q(yy_3 ) | y=2 einsetzen
ql2-2
73=r+ (2—3 } 5 p-
1 __bp q _
AnsatZ (y_z)(y_3) - y_2 + y_3 || (y 3)
L _r0-3) | y=3 einset
=Tt y = 3 einsetzen
1 _ p(3-3)
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R Fead b

o J/

Partialbruc%zerlegung
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ey e A el e

o J/

Partialbruc%zerlegung

=—In(|y—2|)+In(ly-3|)+ C;
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ey e A el e

o J/

Partialbruc%zerlegung

=—In(|y—2|)+In(ly-3|)+ C;

~n|

y=3
y—2‘)+C2
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Zurtick zur Differenzialgleichung:

J (y—2§{y—3) B Ldj
x+Cy

o J

IH(B%; )+C2
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Zurtick zur Differenzialgleichung:

N —_

| y_\3f X+C1
n y_—2 +C2
-3

Y — Aex
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Zurtick zur Differenzialgleichung:

oot = [

N g A,—J

| y_\3f X+C1
n y_—2 +C2
-3

Y — Aex

y=3=4e"(y-2)
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Zurtick zur Differenzialgleichung:

oot = [

N g A,—J

| y_\3f X+C1
n y_—2 +C2
-3

Y — Aex

y=3=4e"(y-2)

y(l _ Aex) —3-24¢"
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Zurtick zur Differenzialgleichung:

oot = [

N g A,—J

| y_\3f X+C1
n y_—2 +C2
-3

Y — Aex

y=3=4e"(y-2)
y(l—Aex):3—2Aex

_ 3-2Ae*
Y= "x



y’=y2—5y+6

Allgemeine Losung :

_ 3-2A4e"
y(x)= 1-Ae®

Beispiele von Anfangsbedingungen :
a)
b)

y(
y(
c) y(
y(
¥

0

-
I

oS O
—_— — ~— — —
Il
~ LW N =
n

d)
e)

0
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Y=y"=5y+6 = y(x)= —3_2Aix
1-Ae

a) Anfangsbedingung: y(0)=1
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Y=y"=5y+6 = y(x)= —3_2Aix
1-Ae

a) Anfangsbedingung: y(0)=1

!

y(0)=324=1
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Y=y"=5y+6 = y(x)= —3_2Aix
1-Ae

a) Anfangsbedingung: y(0)=1

!

y(0)=324=1

3-2A=1-A
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Y=y"=5y+6 = y(x)= —3_2Aix
1-Ae

a) Anfangsbedingung: y(0)=1

!

y(0)=324=1

3-2A=1-A
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Y=y =5y+6 = y(x)=324c
1-Ae

a) Anfangsbedingung: y(0)=1

!

y(0)=324=1

3-2A=1-A

156



_ 3—4e"
y(x) 1=2e"

Bemerkungen:

N [—
N [—

e Nenner hat Nullstelle beilen( ) —  Pol beilen( )z—0.693
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3—4e”
1-2¢”*

y(x)=

Bemerkungen:

e Nenner hat Nullstelle bei x = ln(%) —  Pol bej x = ln(%) ~—0.693
e lim y(x)—:—g:2
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y(x) 3—4e

Bemerkungen:

e Nenner hat Nullstelle bei x = ln(%) —  Pol bei x = ln(%) ~—0.693
e lim y(x)—:—g:2
X—>+oo
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I = y(x)z

y2=5y+6, y(0)

’

Y

)z 0.693

—| N

=

I o

=

‘D ol —=~~~SN\A[4hd

S XY

= =X
EE NN

o= XX\

— B =X\

1_2 — s lII////_ /u \\\

|

~~N\\ |

I S5 2N

j:y:

~—~x\\
A.ﬂ _===N\

—
Ty
— T —
Ty

@\
M
_

lim (y(x)) =

e Nenner hat Nullstelle bei x
X—>4o00
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3—-2Ae”

’ 2
=2 —5v+6 -
y=y"=5y+6 = y(x)==0

b) Anfangsbedingung: y(0)=2
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3—-2Ae”

’ 2
=2 —5v+6 -
y=y"=5y+6 = y(x)==0

b) Anfangsbedingung: y(0)=2
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3—-2Ae”

’ 2
=2 —5v+6 -
y=y"=5y+6 = y(x)==0

b) Anfangsbedingung: y(0)=2

3—-2A=2-2A
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Y=y"=5y+6 = y(x)=

b) Anfangsbedingung: y(0)=2

3—-2A=2-2A

3

2

3—-2Ae”

igitt 1gitt
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3—-2Ae”

,_ 2 _
Y=y =Sy+6 = y(x)===%

b) Anfangsbedingung: y(0)=2

3—-2A=2-2A

3

2 = |igittigitt

Triviale Losung:

y(x)=2
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2 = y(x)=2

_———"\
——mmNN\

:-J!

j 4

r
i A o o

3
e ey,
i T R i o
IS S S S S S S Y SSSSSSSSSS
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y2_5y+69 y(O)
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3—2Ae”

r_ 2 _
Y=y =35y+6 = y(x)==7

c) Anfangsbedingung : y(0) =2.5

!
y(0)=324=25

3—-2A=25-25A

0.5A=-05 = |A=-1

3+2e”
I+e”

y(x)=

167



3

34+2e”
I+e*
3
1

[l
1 AM,
\X) ~
N y
g
o p—(
: p—
®
v
@\
1
—
S o
~ [l
| —
No) I
I_I —
> =
V) ~
_
~ =
~ —_

’

Y
°

X—>—o0

xX—>+o0

—~—\\\
~——~x1\\\
~———~\\\
—~——~\\\
~——\\\ /
—\\\
—~——~\\
_—\ /

S 5 5

_—\ /
~——\\\ /
~———\ /
_—~——\\\ /
~————x\\\
~—~~—~\\
~——~x1\\

~ == N\ \

T 5 5 5 o

T

NSNS~

/ NN ——

/
/
|

NN
NN S
NN S
NSNS~}
NN S
NN
NN

4

L
T 5 5 5 5 5 o i o 5 o 5 o

)

— ey T i,y

S S S NS S S SSSS SS s

— T T T T v
e e e e e e  — —

iy

A

—

NN S
NN
NN

////,l L —

NN S
NN
NN

/ N T § _

/ NN

N N N N =

168




3—2Ae”

r_ 2 _
Y=y =35y+6 = yx)="7

d) Anfangsbedingung : y(0)=73

!

(0)= 3243

3—-2A=3-3A

169



=3

Y =5y+6, y(0)=3 = y(x)

’

Y

—~——\\\
~—~~—~x\\
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3—2Ae”

r_ 2 _
Y=y =35y+6 = yx)=7"7

e) Anfangsbedingung : y(0)=4

!

y(O) - 31__2AA = .

3_2A=4-4A

2A=1 = | A

DI —

3—1e*
1-1e*

y(x)=

26
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In(2)=0.693

(2) = Polbeix

In

4 = y(x)

y2=5y+6, y(0)

e Nenner hat Nullstelle bei x

’

Y
°
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Logistisches Wachstum

N(t) mit Kapazititsgrenze K

N klein: K relativ grof3, anndhernd exponentielles Wachstum

N 1n der Nahe von K: annahernd Nullwachstum

‘ Proportionalititstaktor a ‘
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Y =y?=5y+6

Vergleich

| N’(t)zaN(t)(l—
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Y =y?=5y+6

Nullstellen
y=2, y=3

Vergleich

N’(t)zaN(t)(l—m

K

Nullstellen
N=0, N=K

)
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Vergleich

, N
y,:y2—5y+6 N(I):CZN(ZL)(I_%)
Nullstellen Nullstellen
y=2, y=3 N=0, N=K

lange Rechnung analoge Rechnung
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Y =y?=5y+6

Nullstellen
y=2, y=3

lange Rechnung

allgemeine LOsung:

N’(t):aN(t)(l—M

K

Nullstellen
N=0, N=K

analoge Rechnung

)

7



Y =y?=5y+6

Nullstellen
y=2, y=3

lange Rechnung

allgemeine LOsung:

Vergleich

) N(t
V() =an()[1-5)
Nullstellen
N=0, N=K

analoge Rechnung

allgemeine LOsung:
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Anfangsbedingung: N(0)= N,
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Logistisches Wachstum
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Beispiel K =100, a=0.1
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Beispiel K =100, a=0.1
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