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1 Einfiihrung: Wachstum

Das ,,natiirlichste* und einfachste Wachstumsmodell ist das exponentielle Wachstum,
das von einer konstanten Wachstumsrate pro Zeiteinheit ausgeht.

1.1 Beispiel: 50% Wachstum pro Jahr
NO)=1
AN =0.5 N(z)
N(t+1)=1.5 N(@)

N(1)

— N W B L N <)

O

Ob 1 2 3 4 51

50% Wachstum pro Jahr, Wachstumsschiibe Ende Jahr

Fiir eine groBere Population verlduft das Wachstum quasi kontinuierlich:

N(t)

8
7
6
5
4
3
2
1

ob 1 2 3 4 5¢

Kontinuierliches Wachstum
Es gilt:
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N(1)=N(0)-15" =15
N'(t)= 1.T5f 1n(% 5)=0.4055- N (t)
N(#) 0.4055
Zwischen der Funktion N (¢) und ihrer Ableitung N’(¢) gilt also die Beziehung:
N’(t)=0.4055-N(t)
Diese Gleichung enthilt also sowohl die Funktion N(#) wie auch ihre Ableitung
N ’(t) ; dies ist ein Beispiel einer Differenzialgleichung.

Allgemein gilt fiir eine Exponentialfunktion N (t) =cb' wegen

N’(t)= cb' In(b)
T 1
N(t)
die Differenzialgleichung:
N’(t)=a-N(t)

Bei einer konstanten Wachstumsrate ist die momentane Zuwachsrate proportional zum
Bestand. Wir erhalten damit die Differenzialgleichung:

YO = a0
T . .
momentane Proportionalitits- gegand
Zuwachs- faktor
geschwindigkeit

1.2 Problemstellung
Wir gehen nun von einer Differenzialgleichung aus:
Y(t)=a-y(r)
Wir haben hier eine Information iiber die Ableitung y’(t) , aber die Funktion y(t) ist

nicht bekannt. Welches sind passende Funktionen y(t), also Losungen der Differenzi-
algleichungen?
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1.2.1 Zwischenbemerkung iliber das L6sen von Differenzialgleichungen

Ableiten ist Losen von
ein Handwerk Differenzial-
gleichungen
st Gliickssache
Tja
1.3 Beispiel
y'(1)=y(1)

’

Wegen (et ) = (et ) ist y(t)= e’ eine Losung. Ist das die einzige Losung?

1.3.1 Tangentensteigung, Richtungsfeld
Das Bild visualisiert die Differenzialgleichung y’ =y, indem y’ als Steigung eingetra-

gen wird.

Richtungsfeld
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Die Losungskurve y(¢)=e’ passt in dieses Richtungsfeld.

VAV W) NV
a4 i
S SN S S s
P PP

2 1_ 0 L 2
NONONON TR NN

NONNNTRONN NN

NONN N RN NN
ANV AN S U W W

Richtungsfeld mit Lésungskurve

\S)]

Es passen allerdings noch andere Losungskurven ins selbe Richtungsfeld.

S NIV
LSS AN IS

/A4
PP

\\\\\)\\i\\2
SONANARNNNN
NONN N R NN

WA\

Weitere L6sungen

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den verschiedenen Losungen?

1.3.2 Allgemeine Lésung

Die Differenzialgleichung y’(¢) = y(¢) hat die allgemeine Lsung:

)= a4 e

Konstante,

wird durch
Anfangs-
bedingung
festgelegt
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1.3.2.1 Rechnerisches
Falls A >0, konnen wir wie folgt umformen:
Ael = eln(A) el = ez‘+1n(A)

Dies kann geometrisch interpretiert werden:

Ae! _ et+ln(A)

) T
Streckung in Verschiebung
y-Richtung in x-Richtung
mit Faktor A um —In(A)

1.3.3 Anfangsbedingung

Die Differenzialgleichung y’(¢)=y(¢) soll unter der Anfangsbedingung y(()) =% ge-
16st werden. Es ist dann:
sclll!
y(0)=4ae"=4 = 1
also y(t)= %et .
1.3.4 Andere ,,Anfangs“-Bedingung
Die Differenzialgleichung y’(¢)=y(#) soll unter der Anfangsbedingung y(1.5)=0.7

gelost werden. Es istdann 0.7 = A - e'” und damit A=0.7-¢71° =0.15619.

/1S
A W4

////J/’///{/
P O

e
-2 -1 op 1 2
D Y.

NONNNTRONNANN

AARA AR A A R
ANV S W W W

Andere Anfangsbedingung

2 Sonderfall: Integration
Die Differenzialgleichung y’(x) = 6x% —12x+ 3 ist ein reines Integrationsproblem:

y(x)= J(6x2 —12x+3)dx= 2x> —6x% +3x+C
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Wegen der Integrationskonstanten C gibt es unendlich viele Losungen. C muss durch
die Anfangsbedingung festgelegt werden.

~
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~
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~
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\
\
\
\
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Richtungsfeld mit einer L6sungskurve
3 Differenzialgleichungen n-ter Ordnung

3.1 Ordnung einer Differenzialgleichung

Differenzialgleichungen erster Ordnung, Beispiele:
y=0
y'=ay
Y =ay+b
Y=a(A-y)(B-))
Y= f(x)
Y =p(x)y+q(x)
Differenzialgleichungen zweiter Ordnung, Beispiele:
y'=0
' +ay=0

y” + by’ + cy = cos(x)

Die hochste vorkommende Ableitung gibt die Ordnung an.
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3.2 Differenzialgleichungen erster Ordnung

3.2.1 Erinnerung
Y()=y(t)
Diese Differenzialgleichung hat die allgemeine Losung:

y(t)= a4 e

Konstante,

wird durch
Anfangs-
bedingung

festgelegt

3.2.2 Zusatzlicher Faktor
Y(x)=a-y(x)

Die Losung ist:

y(x)=Ae*
Kontrolle durch Ableiten:
(Aeax) = Ae? . a = a(Aeax)
nnere

Ableitung
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3.2.3 Zusatzlicher Summand

Gottfried Wilhelm von Leibniz, 1646 - 1716
y’(x) = a~y(x)+b

Dies ist die Schreibweise von NEWTON. Es ist aber hier besser, die Schreibweise von
Leibniz zu verwenden:

dy

oAyt b
3.2.3.1 Separation der Variablen
Die Schreibweise von Leibniz
dy _
LWt b
konnen wir umformen zu:
dy _
ay+b ~ dx

Hier sind die Variablen x und y getrennt, links haben wir nur noch y, rechts nur noch x.
Daher der Name Separation der Variablen fiir dieses Verfahren. Wir konnen nun mit
Integration weiterfahren.
dy _
.[ ay+b .[ dx

Fiir das Integral rechts erhalten wir de = x+ C; . Das Integral links ergibt:

J‘ dy _
ay+b
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Also: [ 2= Lin(lay +b])+ ¢,

Durch Gleichsetzen der beiden Integrale erhalten wir:

1n(|ay+ b|) =ax+Cs3

Wir 16sen dies nach y auf:

Somit ist:

ya)= A el

C

A=%t-"¢

1
a

— Ap@X _ b
y(x)= Ae .

Die Differenzialgleichung y” = ay+ b hat die Losung:
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3.2.3.2 Beispiel
y=2y-3
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\
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\

Richtungsfeld
a) Anfangsbedingung y(0)=1
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b) Anfangsbedingung y(0)=1.5

Lésungskurven zu den Anfangsbedingungen

3.2.3.3 Bauland zu verkaufen
S’hdit solangs hdit.

Beschrinkte Ressourcen fiithren zu einem beschriankten Wachstum.

Modell: Zuwachs proportional zu noch vorhandenen Ressourcen.

B: Total der Ressourcen

N(t): Zum Zeitpunkt ¢ bereits verbrauchte Ressourcen

Gemil unserem Modell ergibt sich die Differenzialgleichung (A ist ein Proportionali-
tatsfaktor):

Diese Differenzialgleichung ist von der Form y" =ay+b.
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Beispiel: B=1000, N(0)=100, A=0.1

I S e T I R e e e e
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00 5 10 15 20 25 30

Beschranktes Wachstum
3.3 Separation der Variablen

3.3.1 Erinnerung
y=ay+b

Losungsschritte:
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3.3.2 Separierbare Differenzialgleichung

13

Eine Differenzialgleichung von der Form

,_glx)

~ h(y)

heilit separierbar.

Die Variablen x und y sind separierbar.

Losungsschritte:
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3.3.2.1 Beispiel

Y =37y
Anfangsbedingung: y(0.8)=0.4

) =/
s ey

e Ny
P B
\1 ) 0)__0;\{
\ Nt —\
AN\
AN\ N

Richtungsfeld mit Anfangsbedingung

Losungsschritte:



Hans Walser: Modul 110, Differenzialgleichungen 1, Wachstum

Wir erhalten somit:

Richtungsfeld mit Anfangsbedingung und Lésungskurve

Zwischenbemerkung: ,,hoch — hoch* ist wie folgt zu verstehen:
c b¢
& =d”)
Die Rechnung beginnt im Exponenten. Zahlenbeispiel:
2 32
PSP CH BPCR
Vergleiche dazu:

(23)2 —82—642512
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3.4 Logistisches Wachstum

Die folgenden Ideen gehen zurlick auf Pierre Frangois VERHULST (1804 - 1849, Briissel)

Pierre Francois VERHULST, 1804 - 1849

3.4.1 Modellvorstellung

e N(t) mit Kapazitditsgrenze K
e NKklein: K relativ grof3, anndhernd exponentielles Wachstum

e N in der Nidhe von K: anndhernd Nullwachstum

Dies fiihrt zur Differenzialgleichung:

N’(t)zaN(t)(l—%j

Diese Differenzialgleichung ist von der Form (beachte unterschiedliche Bedeutung der
Variablen a):

Y =ay? +by+c

3.4.2 Beispiele zum logistischen Wachstum

Wachstum der Kaninchenpopulation in Australien
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3.4.3 Rechenbeispiel

Wir studieren das konkrete Beispiel y" = y2 —5y+6=(y-2)(y-3).

’ 2
y =ay

NN ———
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NN ——
NN———
NSNS ——
\\\\-—.‘
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IS S S S
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NN ———
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NN———
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———
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e N

~
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[a—
S

e

X

Richtungsfeld

Losung mit Separation der Variablen:

17

Wir erhalten somit: Die Differenzialgleichung y’ = y2 —5y+6 hat die allgemeine Lo-

sung:

y(x)=

3—24¢e"

1-Ae*
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Wir untersuchen diese Losung fiir verschiedene Anfangsbedingungen.

a) y(0)=1

Es ergibt sich: y(x) =22

NN —m - -

Z

NSN——
N——
NN
NN hN——
No———
N————
NN
No———

e /: 4

A

(// /777777,
(/7S /7SS s

Vo o o

T
B N e e

———————
| | ~

e——————————
e e e e e e
e

—2
P e el Ll

OO L AL LR L

Lésungskurve mit Asymptoten
b) ¥(0) =2

Interessanter Fall, da y =2 eine Nullstelle von y2 —5y+6 ist.

Es gibt also keine Losung fiir A. Trotzdem gibt es eine triviale Losung der Differenzial-
gleichung, ndmlich y(x)=2.
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¢) y(0)=25

Wir erhalten y(x)=

d) y(0)=3

34+2¢e"
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Lésungskurve

Wir erhalten die triviale Losung y(x) =3.

19
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e) y(0)=4

Wir erhalten y(x)= .

3—e*

11 11 !
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Lésungskurve
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3.4.4 Und jetzt das logistische Wachstum
Wir haben die Differenzialgleichung:

N'(0)=an()(1- ]

Der Term rechts vom Gleichheitszeichen hat die beiden Nullstellen N =0 und N =K.
Eine analoge Rechnung wie beim vorhergehenden Beispiel fiihrt zunéchst auf:

N(t)=—2X
(t) Cie " +1

Anfangsbedingung: N(0)= N . Dies fiihrt auf:

- C3+1=
K _ K
C3+1—N—0 = C3 —N—O—
_ K
N(t)_ K —at
(No—l)e +1

Die Differenzialgleichung N’(¢)=a N(t) (1 - N—j mit der Anfangsbedingung
N(0)= Ny hat die Losung:

Die folgende Figur zeigt das Richtungsfeld fiir K =100 und a=0.1.

1P/1) BAVAVA WANA WA WA WA
NN
100f ————————
SSSSS IS
s{////7/7/7//
1111111/
8f // /11111
[ 1177111
i AN
/111177
x /7 /777777
SSSSS IS

00 20 4Q 60 80

Richtungsfeld
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Die folgende Figur zeigt die Losungskurven fiir K =100, a=0.1 und die Anfangsbe-
dingungen:

a) Ng=N(0)=2 b) Ng=N(0)=70 c¢) Ng=N(0)=100 d) Ny=N(0)=120

120fV(1)
1001
80
60
40

20

20 40 60 8017

Lésungskurven
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4 Zusammenfassung

Differenzialgleichung: Information iiber die Ableitung y’(), aber die Funktion y(z) ist
nicht bekannt.

Einfachstes Beispiel: y() = y(¢) . Fiihrt zur Exponentialfunktion

4.1 Tangentensteigung, Richtungsfeld

Jede Losungskurve passt sich ein.

4.2 Ordnung einer Differenzialgleichung

Gegeben durch die hochste vorkommende Ableitung.

4.3 Separation der Variablen

. . d . . .
Schreibweise ay verwenden, dann y nach links und x nach rechts. Auf beiden Seiten

separat integrieren.

4.4 Wachstumsmodelle
Ohne Einschrinkung: y’(x)=a-y(x).Gibt y(x)= Ae*
Beschrinkte Ressourcen, Kapazititsgrenze:

N’(t)=A(B~N(t)) oder y' =ay+b.Gibt y(x)=Ae™ -2

Logistisches Wachstum:

N’(t)=a N(t) (1 - %j (oder allgemein: y' = ay? + by +c)

Anfangsbedingung N(0)= N, ergibt: N (1)= — K
(Ni—l)e‘“’ﬂ
0
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