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1 Mehrere Lésungswege
Gesucht ist die Losung der Differenzialgleichung

y=y+1

mit der Anfangsbedingung
a) y(0)=2  b) y(2)=0

Ergebnis
a) y(x)=3e* -1
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Richtungsfeld mit Lésungskurve

b) y(x)= e%ex —1=¢""2-1~0.1353¢" -1

=1
\\\\\i\\\\\

NONNN N NNANANN
NN N NN Y NN NN

Richtungsfeld mit Lé6sungskurve
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Losungsweg
Die homogene Differenzialgleichung hat die Losung yy (x) =Ce"
I) Die konstante Funktion yp (x) =—1 erfiillt die inhomogene Differenzialgleichung.
Somit ist

y(x)=Ce* -1
die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung. Nun noch Anfangsbe-
dingungen einsetzen.

IT) Variation der Konstanten:
p(x)=a(x)e”
o (x)=d'(x)e" +a(x)e” =a'(x)e” + yp(x)

Vergleich mit y" = y+1 ergibt:

a(x)= Je_xdx =— "

Daraus ergibt sich die partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung:

X _ o %X = 1

yp(x)=a(x)e
Damit sind wir gleich weit wie bei I).

IIT) Im Richtungsfeld sehen wir sofort die triviale Losung yp (x) =-1.

o3 oA W L
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Richtungsfeld zu y' =y +1
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2 Eine Serie von Differenzialgleichungen
Gesucht sind die Losungen der Differenzialgleichungen:

Y =y+x, y’:y+x2, y’=y+x3,...,y’=y+x”

Bearbeitung

a) Fiir yY=y+x ist y=Ae" die allgemeine Losung der homogenen Differenzialglei-

chung. Ein partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung finden wir mit
Variation der Konstanten. Ansatz:

y=a(x)e
y =d'(x)e’ +a(x)e*

Vergleich ergibt:

Integration (partielle Integration):
a(x)= J.xe_xdx =—xe "+ J.e_xdx =—xe ' —e " +C

Eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ist somit y=-x—1.
Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung erhalten wir:

y=Ae' —x-1

b) Fir y'=y+ x2 ist ebenfalls y=Ae* die allgemeine Losung der homogenen Diffe-

renzialgleichung. Ein partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung fin-
den wir mit Variation der Konstanten. Ansatz:

y=a(x)e
y =d'(x)e’ +a(x)e*

Vergleich ergibt:

Integration (partielle Integration):
a(x)= [xPe ™ dr=—x%e* + J.er_xdx

= _x2e ™ _2xeF 4 jZe_xdx — 2 ¥ _2xeF—2e 4 C
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Fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung kann das C igno-

riert werden und wir erhalten y = —x* —2x—2. Fiir die allgemeine Losung der inho-
mogenen Differenzialgleichung erhalten wir:

y=Ae* —x?—2x-2

c) Fir yy=y+ x> ist ebenfalls y=Ae* die allgemeine Losung der homogenen Diffe-

renzialgleichung. Ein partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung fin-
den wir mit Variation der Konstanten. Ansatz:

y=a(x)e
X

y=da(x)e* +a(x)e

Vergleich ergibt:

Integration (partielle Integration):
a(x) =[x dx=—x2e™ + I3x2e_xdx
=—xde ¥ —3x%eF + J6xe_xdx =—x%e ¥ —3x%eF —6xe " + j6e_xdx
=—x3e " —3x%e ¥ —6xe F -6 +C

Eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ist somit

y= —x> = 3x% —6x—6. Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialglei-
chung erhalten wir:

y=Ae* —x>—3x2—6x-6
d) Fiir y" = y+ x" vermuten wir auf Grund der vorangegangenen Beispiele die Losung:
y=Ae" — x" —nx"7 —n(n—l)x"_2 ——n!
Verifikation: Es ist:

y = Ae® —nx"! —n(”—l)xn_z_”'—”!=)’+xn

3 Lineare Differenzialgleichung erster Ordnung
Gesucht ist die Losung der Differenzialgleichung

4 3
) )3c yr
mit der Anfangsbedingung

a) y(0)=3 b) y(1)=3
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Ergebnis
a) Klemmt, da x nicht Null sein darf (Division durch Null).

b) y(x) =x* +243

Losungsweg
Fiir die homogene Differenzialgleichung y’ = % y finden wir mit Separation der Variab-
len die allgemeine Losung yy (x) = Cx’ . Zum Auffinden einer partikulidren Losung der

inhomogenen Differenzialgleichung machen wir den Ansatz yp (x) = a(x)x3 (Variation
der Konstanten) und leiten ab:

yp(x)= 3x2a(x) + a’(x)x3
%f_/
=%x3a(x)
H_/
=yp (x)

Vergleich mit der inhomogenen Differenzialgleichung y" = % y+ x> liefert:
d(x)=1 = a(x)=x

Wegen yp (x) = a(x)x3 erhalten wir die allgemeine Losung der inhomogenen Diffe-
renzialgleichung:

y(x) = x> +Cx° =xt + ox°

Die Anfangsbedingung a) y(0)=3 fiihrt auf 3=0. Dies ist ein Widerspruch. Tats#ch-
lich darf x nicht Null sein.

Die Anfangsbedingung b) y(1)=3 fiihrt auf 3=1+ D, also D =2 und somit:

y(x)zx4+2x3
: HH ? '/)7 5
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ARRER [
SERRRRE AN AR N
\ I
NS 2
-] D\ \ A
| ‘N7
\ V\\—/ [
\ [ 1 \\~/ 1/
\ 7 | AN/ 7
\ [ V\\—/
NS RRERERRRNA

y(x)=x4+2x3
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4 Lineare Differenzialgleichung erster Ordnung
Gesucht ist die Losung der Differenzialgleichung

¥ =3y+x>

mit der Anfangsbedingung y(0)=0.

Ergebnis

Losungsweg
Fiir die homogene Differentialgleichung y” = 3y finden wir mit Separation der Variab-

len die allgemeine Losung yy (x) = Ce>* . Zum Auffinden einer partikuldren Losung
der inhomogenen Differenzialgleichung machen wir den Ansatz yp (x) = a(x)e3 * (Va-

riation der Konstanten) und leiten ab:

yp (1) =3¢¥a(x)+a’(x)e>
%,—/

Vergleich mit der inhomogenen Differenzialgleichung y” = 3y + x2 liefert:
d(x)e¥ =1 = d(x)=x%e
Durch zweimalige partielle Integration finden wir:

_ 1.2 -3x 2 __-3x 2 —3x
a(x)=-3x7e" =3 >

und:

S

Damit erhalten wir schlieBlich als allgemeine Losung der inhomogenen Differenzial-
gleichung:

y(x)= —%xz - %x— 22—7+ Ce*

Die Anfangsbedingung y(0)=0 ergibt C = % und:

_ 1.2 2 2 2 3x
y(X)——§X —§x—2—7+ﬁe
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Y(x):_%XZ—%x_%+%e3k

5 Lineare Differenzialgleichung erster Ordnung

y = X2 - y; Anfangsbedingung: y(0)=0

Ergebnis
y(x)= X2 —2x+2-2e"

6 Lineare Differenzialgleichung erster Ordnung
2y"(x)+4y(x)=x

Bearbeitung
Umformung:

y(¥) = =25(x)+ L2

Fiir die homogene Differentialgleichung y’(x)=-2y(x) finden wir die Losung:
-2
i (x)=Ae™
Fiir das Auffinden einer partikuldren Losung der inhomogenen Differenzialgleichung
mache wir den Ansatz: yp (x)= a(x)e_zx . Dies ergibt:
yp(x)=a’(x)e™ —2a(x)e ™"
yp(x)

Durch Vergleich erhalten wir:
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Y (x)=-2y(x)+ %x
b (x)=d/(x)e" - 2a(x)e = Lrx=a(x)e

YP(X)

—2x 1 ..2x

= d(x)= 5 xe

Partielle Integration liefert:

a(x)= J.a’(x)dx = %J.xezxdx = %[%xezx - %J-ezxdx} = %xezx - %ezx

Somit erhalten wir eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung:

yp(x)=a(x)e > = (%xezx - %ezx)e_zx = %x —%

Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung erhalten wir:

y(x)= %x—%+ Ae™H

Dasselbe mit MuPAD:

Dgl:=ode(2*y' (x)+4*y(X)=X, Y(X));
solve(Dgl,y(x));

X |

X _..| 4 \
I-§EtCe -3

7 Drei verschiedene Losungswege

Gesucht ist die Losung der Differenzialgleichung y'(x)=y(x)x? —x* mit der An-

fangsbedingung y(0)=3

Ergebnis

1.3
y(x)= 2e3" +1

Bearbeitung
Es gibt drei verschiedene Losungswege:

Umformung

Separation der Variablen:
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Mit der Anfangsbedingung y(0)= 3 erhalten wir A=2.

Partikulare Losung erraten
Homogene Differenzialgleichung mit Separation der Variablen 16sen:

’ 2
y =y
szzdx
y

_1.3
ln(|y|) =3+ C
1.3
v (x) = Ae™”
Eine partikuléire Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ist yp (x)=1. Somit
ist die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung:

1.3
y(x) =Ae3" +1

Variation der Konstanten
Fiir die homogene Differenzialgleichung erhalten wir mit Separation der Variablen:

’ 2
y =yx
szzdx
y

ln(|y|) = %x3 +C
1,3
v (x) = Ae?

Wir verwenden nun die Methode der Variation der Konstanten, um eine partikulire Lo-
sung der inhomogenen Differenzialgleichung zu finden. Ansatz:

Daraus ergibt sich:

2

Vergleich mit y’(x) = y(x)x — x? fiihrt auf:
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_1,3
Das Integral —Ixze 3" dx 16sen wir mit der Substitutionsmethode:

Damit wird:

x3

J‘Z_i dx +I“du—e —e%

Somit erhalten wir:

[

13 1.3 1.3
yp(x)=a(x)e’” =e 3" 3" =1

Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ergibt sich:

1.3
y(x)z 1+ Ae3”

Einsetzen der Anfangsbedingung liefert schlieBlich:

1.3
y(x)= 1+2e3"

CAS (Beispiel MuPAD)
Ohne Anfangsbedingung:

Dgl:=ode(y' (x)=y(x)*x"2-x"2, y(X)):
solve(Dgl,y(x));

{C4*exp(1/3*x13) + 1}
Mit Anfangsbedingung:

Dgl:=ode({y'(x)=y(x)*x"2-x"2,y(0)=3}, y(x)):
solve(Dgl);

{2%exp(1/3%xA3) + 1}

10

Die Abbildung zeigt das Richtungsfeld und die Losungskurve fiir die Anfangsbedin-

gung y(0)=3.
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Richtungsfeld und L6sungskurve

8 Drei verschiedene Losungswege
¥’ (x) = y(x)cos(x)+ cos(x)

Ergebnis
y(x) _ Aesin(x) 1

Bearbeitung
Es gibt drei verschiedene Losungswege:

Umformung

% = ycos(x)+ cos(x)=cos(x)(y+1)

Separation der Variablen:

d
y—flzcos(x)dx
In(|y+1]) =sin(x)+C

y(x) = Aesm(x) -1

Partikulare Losung erraten
Homogene Differenzialgleichung mit Separation der Variablen 16sen:

Y (x)=y(x)cos(x)
= cos(x)dx
In([y|) =sin(x)+C

i (x)= Aesin(x)

11
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Eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ist yp (x)=—1. Somit
ist die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung:

y(x)= Aesin(x) _1

Variation der Konstanten
Fiir die homogene Differenzialgleichung erhalten wir mit Separation der Variablen:
Y (x)=y(x)cos(x)
= cos(x)dx
In([y|) =sin(x)+C
i (x)= Aesin(x)

Wir verwenden nun die Methode der Variation der Konstanten, um eine partikulire Lo-
sung der inhomogenen Differenzialgleichung zu finden. Ansatz:

sin(x)

yp(x)=a(x)e
Daraus ergibt sich:
yp(x)= a'(x)esm(x) + a(x)cos(x)esm(x)

=cos(x)yp (x)

Vergleich mit y’(x) = y(x)cos(x)+ cos(x) fiihrt auf:

—sin(x)

Das Integral J.cos(x)e dx 16sen wir mit der Substitutionsmethode:

u(x)=—sin(x)
du = —cos(x)dx
Damit wird:
a(x)= Jcos(x)e_ sin(x) gy = —J.e“du — ol — _g—sin(x)
Somit erhalten wir:
yp(x) = a(x)esin(x) — e sin(x)esin(x) —_1

Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ergibt sich:

y(x) = Aesjn(x) -1
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CAS (Beispiel MuPAD)

Dgl:=ode(y' (x)=y(xX)*cos(x)+cos(x), V(x)):
solve(Dgl,y(x));

{C2*exp(sin(x)) - 1}
Die Abbildung zeigt das Richtungsfeld und die Losungskurve fiir A=1.

N\~/"/ SN~/ ~\\I
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Richtungsfeld und eine Lésungskurve

9 Drei verschiedene L6sungswege

Y (x)=y(x)f(x)+ f(x)

Ergebnis

y(x)= Ae-[f(x)dx -1

Bearbeitung
Es gibt drei verschiedene Losungswege:

Umformung
%:yf(x)+f(x):f(x)(y+1)

Separation der Variablen:
d
o=/ (x)dx
in(ly+1))= [ f(x)dx+C
y(x)= Aejf(x)dx -1

Partikulare Losung erraten
Homogene Differenzialgleichung mit Separation der Variablen l16sen:

13
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Y (x)=y(x)f(x)

Y= f(x)dx
In(|y]) = f(x)ax+C
i (x)= Al (3)

Eine partikulidre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ist yp (x)=—1. Somit
ist die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung:

y(x)= Ae-[f(x)dx -1

Variation der Konstanten
Fiir die homogene Differenzialgleichung erhalten wir mit Separation der Variablen:

Y (x)=y(x) f(x)

2= f(x)dx
In(|y])= J f(x)ax+C
i (x)= Al /()

Wir verwenden nun die Methode der Variation der Konstanten, um eine partikulire Lo-
sung der inhomogenen Differenzialgleichung zu finden. Ansatz:

yp (X) = a(x)ejf(x)dx
Daraus ergibt sich:
o (1) = (x)el T 4 a ) () /01
=f(x)yp(x)

Vergleich mit y’(x)=y(x) f(x)+ f(x) fiihrt auf:

x)

a’(x)ejf(x)dx = f(
O

a'(x)
a(x)= J.f(x)e_Jf(x)dxdx

Das Integral J f (x)e_I ()54, 15sen wir mit der Substitutionsmethode:

u(x) = —Jf(x)dx
du = —f(x)dx

Damit wird:
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a(x)= [ £(x)e T = ety = et = -/
Somit erhalten wir:
yp ()= a(x)el 700 = AN oy
Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung finden wir:

y(x)= Ae-[f(x)dx -1

CAS (Beispiel MuPAD)
Dgl:=ode(y' (x)=y(x)*f(x)+f(x), y(x)):
solve(Dgl,y(x));

{Cz.e,:’x dx_ 1}

10 Loésung einer Differenzialgleichung mit dem so genannten integrie-
renden Faktor

Wir bearbeiten die Differenzialgleichung

Y (x)=p(x)y(x)+q(x),
die wir wie folgt umformen:

Y (%)= p(x)y(x)=q(x).

Nun multiplizieren wir mit dem so genannten integrierenden Faktor. Das ist eine Funk-
tion u(x). Wir erhalten:

Y (x)u(x) = p(x)u(x)y(x) = q(x)u(x)
Die linke Seite hat die Form der linken Seite von
£/ (x) () + £ () (x) = (£ ()3 (x))

mit f(x)=y(x) und g(x)=u(x), g’(x)=—p(x)u(x).Es gilt also die homogene Diffe-
renzialgleichung:

w'(x)==p(x)u(x)

Diese hat die allgemeine Losung:

u(x)= Ae_-[p(x)dx

Weiter erhalten wir durch den Vergleich der rechten Seiten:
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q

F(x)g(x)= Ja(x)u(x)dx

y(x)u(x)= [q(x)u(x)dx
und somit:

o= i

e P(x)dx g,

y(.X) = Iq( e)—jp(x)dx -
Beispiel 1
Wir bearbeiten das Beispiel:

Y=yt

In der Vorlesung erhielten wir mit der Methode der Variation der Konstanten:
y(x)=Ae"-1-x

Mit der Methode des integrierenden Faktors haben wir zunéchst p(x) =1 und q(x) =Xx.
Damit ergibt sich:

e—_[p(x)dx _ e—_[ldx —e X

Weiter ist dann:

Jq(x)e_jp(x)dx dx  [xeFdx
y()C) = e—jp(x)dx = x

€
Partielle Integration liefert im Zihler:
Ixe_x dx=—-xe " —e " +A

Damit erhalten wir schlieBlich das schon bekannte Ergebnis. :

y(x) _ Jxe:xdx _ _xeiji—x_l_A — Ae® —]—

e e

Beispiel 2
Wir bearbeiten das Beispiel:

y =1-32xy
Mit der Methode der Variation der Konstanten kamen wir nicht durch.

Fiir die Methode mit dem integrierenden Faktor ist zunéchst:

u(x)= Ae_-fp(x)dx = AeJ32)Cdx = Ael6x2
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Weiter ist

2 . . . .
Das Integral [e'®*" dx im Z#hler kénnen wir nicht weiter bearbeiten.

Wir scheitern am gleichen Ort wie schon in der Vorlesung.

11 Vereinfachung
Gesucht sind C (Amplitude) und ¢ (Phasenverschiebung) in:

3cos(t)+4sin(t)=Ccos(t+ @)

y D

Iy

3cos(t)+4sin(t)=Ccos(r+¢)

Ergebnis

C=5, o= arctan(—%)

17
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12 Vereinfachung
Gesucht sind C (Amplitude) und & (Phasenverschiebung) in:

2.4 cos(3t)+sin(3t) = Ccos(3t+6)
7

+-3

2.4 cos(3t)+sin(3t) = Ccos(31+6)

Bearbeitung
Ansatz:

2.4 cos(3t)+sin(3t) = Ccos(3t+6)
Additionstheorem fiir den Kosinus ergibt:
2.4 cos(3t)+sin(3t) = Ccos(3t + &) = C cos(3t)cos(8) — Csin(3¢)sin(5)
Durch Vergleich erhalten wir:
2.4 =Ccos(d)
1=—Csin(6)
Gesucht sind Cund 6.
Quadrieren und Addieren ergibt:
242 = C? cos? (6)
12 = (=C)*sin® (8)
24%+1=C?

C=+V24% +1=2J676 =426

Dividieren ergibt:

an(8)=-51 = &=arctan(—4)+kr=-03947911197+ km.k € Z

Passend ist zum Beispiel:
2.4 cos(3t)+sin(37) = 2.6cos(3t —0.3947911197) .

Ebenso ist aber auch passend:
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2.4 cos(3t)+sin(37) = —2.6cos(3t —0.3947911197+x) = —2.6 cos (3t + 2.746801534)

13 Amplitude
Gesucht sind C (Amplitude) und ¢ (Phasenverschiebung) in:

12sin(3¢)+ Scos(3t) = Csin (3t + @)

Ergebnis
C=13, o= arctan(%)

14 Amplitude?
Welche Amplitude hat die Schwingung y() = 55cos(7¢)+ 48sin(7¢) ?

Ergebnis
Die Amplitude ist 73.

Erster Losungsweg
Wir machen den Ansatz:

y(t) =55cos(7t)+48 sin(7t);Ccos(7t - q))

Aus dem Additionstheorem fiir den Kosinus erhalten wir:

55cos(7t)+ 48 sin(7t)¥C(cos(7t)cos(¢) + sin(7t)sin(¢))

Vergleich ergibt:
55 =Ccos(9)
48 = Csin(9)
Damit wird:
55% + 482 =C?

C=+55%+48% =5320 =73

Ferner ist tan(¢) = % , 0= arctan(%) =(0.71754134054 . Wir erhalten

y(t) = 55cos(7t) + 48sin(7¢) = 73cos(7t - arctan(%)) ~ 73c0s(71 — 0.71754134054)
Zweiter LOsungsweg
Wir machen den Ansatz:

|

y(t) =55 cos(7t) +48 sin(7t)¥Csin(7t - 1//)
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Aus dem Additionstheorem fiir den Sinus erhalten wir:

55 cos(7t) + 48 sin(7t)¥C(—cos(7t)sin(l//)+ sin(7t)cos(l//))

Vergleich ergibt:
55=-C sin(l// )
48 = Ccos(y)
Damit wird:
55% +48% =C?

C=+55%+48% =5320 =73

Ferner ist tan(y) =22 . y = arctan(Z2) = —0.85325498625 . Wir erhalten

¥(r) = 55 c0s(7r) + 48 sin(7r) = 73sin( 71 — arctan (=32 ) = 73cos (71 + 0 85325498625)

Die beiden Losungswege liefern dieselbe Amplitude C = 73.
= % % = —1 unterscheiden sich die beiden Phasenverschiebun-

gen um Z ; das ist die Folge des Wechsels von Kosinus auf Sinus.

Wegen tan(¢)tan(y)

y(t) =55 cos(7t) + 48 sin(7t)

15 Amplitude?
Welche Amplitude hat die Schwingung y(7) = 36 cos(12¢)+ 77sin(12¢) ?

Ergebnis
Die Amplitude ist 85.

Erster Losungsweg
Wir machen den Ansatz:
!

¥(t)=36cos(12¢) + 77sin(121)=C cos(12t - )

Aus dem Additionstheorem fiir den Kosinus erhalten wir:
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|

36 cos(12t) +77 sin(12t)¥C(cos(th)cos((p) + sin(12t)sin(¢))

Vergleich ergibt:
36 = Ccos(9)
77 = Csin(9)
Damit wird:
36% +77% = C?

C =362 +77% =J7225 =85

Ferner ist tan(@) =27, ¢ = arctan(2Z) = 1.13345843505 . Wir erhalten

y()=36cos(12¢)+77sin(12¢) = 85 cos(12t - arctan(%)) ~ 73cos(12¢ —1.13345843505)

Zweiter LOsungsweg
Wir machen den Ansatz:

|
y(¢)=36cos(12¢)+ 77sin(12¢)=Csin(12¢ — )

Aus dem Additionstheorem fiir den Sinus erhalten wir:

|

36cos(12t)+ 77 sin(12t)¥C(—Cos(12t)sin(l//)+ sin(th)cos(l//))

Vergleich ergibt:
36 =—C sin(I// )
77 = Ccos(y)
Damit wird:
36% +77% = C?

C=v362+77% =J7225 =85

Ferner ist tan(y) =22 . y = arctan(_7—376) ~ —0.43733789175 . Wir erhalten

¥(r) = 3600s(12¢) + 77sin(12¢) = 85 sin(12¢ - arctan (22 = 85 cos (121 + 0.43733789175)

Die beiden Losungswege liefern dieselbe Amplitude C =85 .

Wegen tan(¢) tan(l//) = % _7—376 = —1 unterscheiden sich die beiden Phasenverschiebun-

gen um Z ; das ist die Folge des Wechsels von Kosinus auf Sinus.
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y(t) =36 cos(th) + 77 sin(lZz)

16 Romeo and Julia

Romeo:

Lady, by yonder blessed moon I swear,

That tips with silver all these fruit-tree tops—
Juliet:

O, swear not by the moon, the inconstant moon,
That monthly changes in her circled orb,

Lest that thy love prove likewise variable.

Juliet is in love with Romeo, but in our version of this story, Romeo is a fickle lover.
The more Juliet loves him, the more he begins to dislike her. But when she loses inter-
est, his feelings for her warm up. She, on the other hand, tends to echo him: her love
grows when he loves her, and turns to hate when he hates her.

Quelle: [Alexanderson/Ross 2007] Alexanderson, Gerald L. and Peter Ross: The
Harmony of the World. 75 Years of Mathematics Magazine. The
Mathematical Association of America. 2007. ISBN 978-0-88385-
560-7,p. 211

Bearbeitung

Wir bezeichnen mit r(t) Romeos Liebe oder Hass fiir Julia und mit j(t) Julias Liebe
oder Hass fiir Romeo.

Das einfachste Modell zur Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Romeo und
Julia ist das System von Differenzialgleichungen:

r(1)=~a?j(1)

j(t)= B*r(1)

Das ist im Prinzip das Réiuber-Beute Modell (Luchs-Hase Modell), wobei Julia der
Rauber ist und Romeo die Beute.

Wir erhalten die allgemeine Losung:
r(t) = oC cos(eBt) + aDsin (o5t )
j(t)=BCsin(aft)— BDcos(oPt)
Beispiel 1: fir «=1,4=1 und r(0)=0 und j(0)=0 ergibt sich:
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0
j(r)=0
Ohne Kick-off lduft nichts.
Beispiel 2: fir =1, =1 und r(0)=0 und j(0)=1 ergibt sich:
r(t)=—sin(t)
56) = costr)

In der Grafik ist die Liebeskurve von Romeo blau, jene von Julia rot eingezeichnet.

love

Liebeskurven

17 System von Differenzialgleichungen

zg;:i(yt()t) y0)=m ; z(0)=+2

Ergebnis
y(t)= x/zsin(t) +mcos(t)
z(t) =2 cos(t) - msin(r)

18 Blume / Schnecke / Igel
Die Schnecke frisst die Blume, der Igel die Schnecke. Es seien b(¢), s(¢) und i(¢) die

Anzahlen der Blumen, Schnecken und Igel zur Zeit ¢, ferner B, S und I die entsprechen-
den Anzahlen im Gleichgewichtszustand.

Formulieren Sie ein System von Differenzialgleichungen, das die wechselseitige Ab-
hingigkeit der drei Populationen ausdriickt.

Freiwillig: Losung des Systems von Differenzialgleichungen.

Ergebnis
System von Differenzialgleichungen:
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b'(t)=—o*(s(r)-S)

i'(t)=6%(s(1) -

~
%]
~

Losung des Systems:

s(t)zCsin( a?B? +y28? )+Dcos( a?B? +y%8° ¢ )+S

b(t)—\/27Ccos(\/ +y26% ¢ )+ - Dsin(\/a2ﬂ2+y262 t)+B

B*+y? /32

i(t)z\/WCcos(\/(x ﬁ +y252 ) WDsm(\/az,B2+y252 t)+I

Beispiel (nicht Teil der Aufgabe, da reichlich kompliziert)

a?=04, B>=03, y>=05, §>=0.14
B=40, S=30, 1=25

b'(r)=-0.4(s(r)-30)
(1) =0.3(b(r) - 40) = 0.5(i(r) - 25)
i’(1)=0.14(s(r) - 30)

Startwerte: b(0)=35, s(0)=30, i(0)=30

507
407
30
201

107

00 10 20 30 40 50

Blumen (griin), Schnecken (rot), Igel (blau)
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19 Intensivstation

Auf einer Intensivstation wird einem Patienten iiber eine Infusion permanent ein Medi-
kament zugefiihrt, insgesamt 60 mg pro Tag.

Der Korper scheidet pro Tag 75% des im Korper vorhandenen Medikamentes aus.

a) Wie grof} ist nach drei Tagen Intensivstation die Medikamentenmenge im Korper des
Patienten?

b) Auf welchem Niveau stabilisiert sich die Medikamentenmenge im Korper des Pati-
enten?

Bearbeitung
Mit m(t) bezeichnen wir die Medikamentenmenge im Korper zum Zeitpunkt ¢ [Zeit-
einheit Tag].

Es gilt die Differenzialgleichung:
m’(1)=60-0.75m(t)

Diese Differenzialgleichung konnen wir auf verschiedene Arten bearbeiten.

Erster Losungsweg: Separation der Variablen

Aus %—”: =60— %m erhalten wir:

dm__ = gy
60—11’1’[

~4in(|60—2mf)=r+c,
In(|60—2m)=-2r+C,
_3
60-3m=Cze ¥
_3
~3m=Cze ¥ -60
_3
m(t)=80—Ae +'
Aus der Anfangsbedingung m(0)=0 ergibt sich A =80 und:
_3
m(t)=80—-80e 4

Damit erhalten wir:
_33
a) m(3) = m(t) =80—-80e 4~ =71.568

_3
b) lim m(t)= lim (80 —80e 4tj =80 . Die Medikamentenmenge stabilisiert sich auf
t—>o0 t—>o0

dem Niveau 80 mg.
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Die Abbildung zeigt den Funktionsgrafen.

80
70
601
50 1
m(t) 40|
30 |
201

10 1

Funktionsgraf

Zweiter L6sungsweg: Inhomogen / Homogen
(H) Fiir die homogene Differenzialgleichung mf; (t)=—0.75my (¢) haben wir die Lo-
sung

_3
mpg = Ae 4

(I) Fiir die inhomogene Differenzialgleichung gibt es die triviale partielle Losung
my =80 (das ist gerade das Stabilisationsniveau).

Damit erhalten wir fiir die inhomogene Differenzialgleichung wie oben die allgemeine

3
Losung m(r)=80—Ae +

Dritter Losungsweg: Variation der Konstanten
Fiir die homogene Differenzialgleichung m?; (1) =—-0.75my () haben wir die Losung

_3
mpg = Ae 4

Zur Auffindung einer partikuldren Losung der inhomogenen Differenzialgleichung set-
zen wir:

Daraus erhalten wir:
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Der Vergleich mit der inhomogenen Differenzialgleichung m’ (1) =60 — %m(t) liefert:

3 3
mp(t)=a(t)e 4+ =80e+'e 4 =

So weit waren wir oben auch schon.



