Modul 111
Systeme von Differenzialgleichungen. Luchs und Hase



Lineare Differenzialgleichung erster Ordnung

Inhomogener Fall:  y" = p(x)y+ ¢q(x) D)



Lineare Differenzialgleichung erster Ordnung

Inhomogener Fall:  y" = p(x)y+ ¢q(x) ()

’

Homogener Fall:  y" = p(x)y (H)



Lineare Differenzialgleichung erster Ordnung

Inhomogener Fall:  y" = p(x)y+ ¢q(x) D)

’

Homogener Fall:  y" = p(x)y (H)

(H) mit Separation der Variablen:

Yop(x)dx = = ce! P



Lineare Differenzialgleichung erster Ordnung

Inhomogener Fall:  y" = p(x)y+ ¢q(x) ()

’

Homogener Fall:  y" = p(x)y (H)

(H) mit Separation der Variablen:
dy

Losung von (I)?

=P = = cel P



@
(H)



y+x° @)

y (H)

Wir 16sen (H) mit Separation der Variablen:



y+x (D
y (H)

Wir 16sen (H) mit Separation der Variablen:

ﬂ:;dx
y X



y+x° @)

y (H)

Wir 16sen (H) mit Separation der Variablen:

ﬂ:;dx
y X

2~ [



y+x (D
y (H)

Wir 16sen (H) mit Separation der Variablen:

ﬂ:;dx
y X
=2

ln(|y|) = 21n(|x|) +C =
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y+x (D
y (H)

Wir 16sen (H) mit Separation der Variablen:

ﬂ:;dx
y X
=2

In(|3]) = 2In(|x)) + ¢; =In(x? )+ ¢,
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y+x (D
y (H)

Wir 16sen (H) mit Separation der Variablen:

D24y
y X
d
o e
In(|3]) = 2In(|x)) + ¢; =In(x? )+ ¢,
2
|y| _ eln(x )+C1 _ szz
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y+x (D
y (H)

Wir 16sen (H) mit Separation der Variablen:

D24y
y X
d
o e
In(|3]) = 2In(|x)) + ¢; =In(x? )+ ¢,
2
|y| _ eln(x )+C1 _ szz

YH = sz
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’

y=2y+x® ()

Eine partikulidre Losung fallt vom Himmel:

T

Eine bestimmte, aber
nicht spezielle Losung

yp =X

3
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’ 2
y=2y+x M

Eine partikuldre Losung fallt vom Himmel:

Kontrolle:

Linke Seite: y’ = 3x?

yp =X

3
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’ 2
y=2y+x M

Eine partikuldre Losung fallt vom Himmel: yp = X3

Kontrolle:

Linke Seite: y’ = 3x?

> O.K.

Reche Seite: %y +x% = %x3 +x% = 3x?

J



’ 2
y=2y+x M

Eine partikuldre Losung fallt vom Himmel:

Wie komme ich auf diese Losung?

yp =X

3
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y:

<
Il

=N =

y+ X

(I) partikuldre Losung: yp = X

(H) allgemeine Losung: yy = Cx’
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y = % y+ x? (I) partikuldre Losung: yp = X3
y' = % y (H) allgemeine Losung: yy = Cx*
Kombination: y= Cx” +x° allgemeine Losung von (I)
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3

y' = % y+ X () partikuldre Losung: yp =x

y' = % y (H) allgemeine Losung: yy = Cx?
Kombination: y= Cx” +x° allgemeine Losung von (I)
Kontrolle:

Linke Seite: y" =2Cx+ 3x?



3

y' = % y+Xx () partikuldre Losung: yp =x

y' = % y (H) allgemeine Losung: yy = Cx’
Kombination: y= Cx? + x° allgemeine Losung von (I)
Kontrolle:

Linke Seite: y" =2Cx+ 3x?

+ O.K.
Rechte Seite: %y +x% = %(sz + x3) +x% =2Cx+2x° + x°

21



Allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung

Partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung
+

allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung

Gilt immer

22
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’

y =pr

(x)y+q(x) (1), irgendeine Losung sei: yy
@y ]

‘ Partikuldre Losung
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’

y = p( x) y+ q(x) (I), 1irgendeine LOsung set: yy
Y =p(x)y (H), Losung sei: yy

vi = p(x)yp+q(x) ‘Allgemeine Losung

i = p(x)yH
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’

Yy =P

(x)y+q(x) (@), irgendeine Losung sei: yy
(x)y (H), Losung sei: yy

vi = p(x)yr+q(x)
vir = (%) yH

Kombination: y=Cyy +y; 10st ebentalls (I)
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’

v =p(x)y+q(x) (I), irgendeine Losung sei: yy
y = p(x)y (H), Losung se1: yy

vi = p(x)yr+q(x)
vir = (%) yH

Kombination: y=Cyy +y; 10st ebentalls (I)

links: y" = Cyyy + i



’

v =p(x)y+q(x) (I), irgendeine Losung sei: yy
y = p(x)y (H), Losung se1: yy

vi = p(x)yr+q(x)
vir = (%) yH

Kombination: y=Cyy +y; 10st ebentalls (I)

links: ¥ =Cyjy +y{ =Cp(x)yg + p(x)y +¢(x)
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’

y = p(x)y + q(x) (I), 1irgendeine Losung sei: yy
Y =p(x)y (H), Losung sei: yy

vi = p(x)yr+q(x)
vir = (%) yH

Kombination: y=Cyy +y; 10st ebentalls (I)

links: ¥ =Cyjy +y{ =Cp(x)yg + p(x)y +¢(x)

rechts: p(x)y+ q(x)
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’

y = p(x)y + q(x) (I), 1irgendeine Losung sei: yy
y = p(x)y (H), Losung se1: yy

vi = p(x)yr+q(x)
vir = (%) yH

Kombination: y=Cyy +y; 10st ebentalls (I)

links: y" = Cyfy + y{ = Cp(x) yg + p(x) v +q(x)]

rechts: p(x)y+q(x)= p(x)(CyH +y1)+¢q(x)
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Allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung

Partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung
+

allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung
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Allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung

Partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung
+

allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung

Separation der Variablen

32



Allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung

| Woher?l

Partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung
+

allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung

Separation der Variablen

33



Variation der Konstanten

Joseph-Louis Lagrange
1736 - 1813

34



Variation der Konstanten
(I) partikulare Losung: yp = x> (woher?)

(H) allgemeine Losung: yy = Cx?
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Variation der Konstanten
y==y+x (I) partikulare Losung: yp = X3 (woher?)

y (H) allgemeine Losung: yy = Cx?

Wir ersetzen  yy = Cx* durch yp = a(x)x2

konstant variabel

36



Variation der Konstanten
y==y+x (I) partikulare Losung: yp = X3 (woher?)

y (H) allgemeine Losung: yy = Cx?

Wir ersetzen  yy = Cx* durch yp = a(x)x2

konstant ‘ Fariabel \

Allgemeine Losung homogen ‘ Versuch, eine partikuldre

Losung der inhomogenen
Differenzialgleichung
zu erhalten




Variation der Konstanten
y==y+x (I) partikulare Losung: yp = X3 (woher?)

y (H) allgemeine Losung: yy = Cx?

Wir ersetzen  yyg = Cx* durch yp = a(x)x2

B

k

yp =2xa(x)+ a'(x)x2

38



Variation der Konstanten
y+Xx (I) partikulare Losung: yp = x> (woher?)

y (H) allgemeine Losung: yy = Cx?

Wir ersetzen  yyg = Cx* durch yp = a(x)x2

yp =2xa(x)+ a'(x)x2
Vergleich mit:
2 _2 2 2

'Vy'z%y+x =;a(x)x + X

39



Variation der Konstanten
y+Xx (I) partikulare Losung: yp = x> (woher?)

y (H) allgemeine Losung: yy = Cx?

Wir ersetzen  yyg = Cx* durch yp = a(x)x2

yp = 2xa(x +a'(x)x2

Vergleich mit: =

’

y =%y+x2 =%a(x)x + X

40



Variation der Konstanten
y+Xx (I) partikulare Losung: yp = x> (woher?)

y (H) allgemeine Losung: yy = Cx?

Wir ersetzen  yyg = Cx* durch yp = a(x)x2

Vp = 2xa!x)+a'!x!x2

Vergleich mit: —

y'=%y+x2 =%a(x)x2 +x_2

J

41



Variation der Konstanten
y+Xx (I) partikulare Losung: yp = x> (woher?)

y (H) allgemeine Losung: yy = Cx?

Wir ersetzen  yyg = Cx* durch yp = a(x)x2

Vp = 2xa!x)+a'!x!x2

Vergleich mit: - = d(x)=1

y'=%y+x2 =%a(x)x2 +x_2

J

42



Variation der Konstanten

Wir ersetzen  yyg = Cx* durch yp =a(x)x

Vp = 2xa!x)+a'!x!x2

Vergleich mit:
2

2

L2

X

y’=%y+x %a(x)x

J

(H) allgemeine Losung: yy = Cx?

2

S = a'(x)=1 = a(x)

(I) partikulare Losung: yp = x> (woher?)

X
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Variation der Konstanten
y==y+x (I) partikulare Losung: yp = X3 (woher?)

y (H) allgemeine Losung: yy = Cx?

Wir ersetzen  yyg = Cx* durch yp = a(x)x2

yp =2xa(x)+ a'(x)x2

Vergleich mit: - = d(x)=1 = a(x)=x

’

y =%y+x2 '—‘éa(x)x2 +x2)

yp :a(x)x2
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Variation der Konstanten
y+Xx (I) partikulare Losung: yp = x> (woher?)

y (H) allgemeine Losung: yy = Cx?

Wir ersetzen  yyg = Cx* durch yp = a(x)x2

yp =2xa(x)+ a'(x)x2

Vergleich mit: - = d(x)=1 = a(x)=x

’

y =%y+x2 =%a(x)x2 +x?

yp = a(x)x2 = xx*



Variation der Konstanten
y+Xx (I) partikulare Losung: yp = x> (woher?)

y (H) allgemeine Losung: yy = Cx?

Wir ersetzen  yyg = Cx* durch yp = a(x)x2

yp =2xa(x)+ a'(x)x2

Vergleich mit: - = d(x)=1 = a(x)=x

’

y =%y+x2 =%a(x)x2 +x?

2 3

Il
S

yp = a(x)x2 = XX



Beispiel :

yV=y+x
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(H)

Beispiel :
Y=y = yy=Ce’

yV=y+x
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Beispiel:  y'=y+x

H) Y=y = yg=Ce"

—

yp =a(x)e

X

Constante variabel machen
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Beispiel:  y'=y+x
H) Y=y = yg=Ce"

—

Yp = a(x )ex Constante variabel machen

Vp = a'(x)ex + a(x)ex
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Beispiel:  y'=y+x

H) Y=y = yg=Ce"

—

yp =a(x)e

X

Constante variabel machen
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Beispiel:  y'=y+x
H) Y=y = yg=Ce"

—

yp = a(x )ex Constante variabel machen
Vp = a'(x)ex + a(x)ex\
%/_/
Yp
Vergleich -

>V =y+x
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Beispiel:  y'=y+x
H) Y=y = yg=Ce"

—

yp = a(x )ex Constante variabel machen
Vp = a'(x)ex + a(x)ex\
%/_/
Yp
Vergleich -

>V =y+x
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Beispiel:  y'=y+x
H) Y=y = yg=Ce"

—

Yp = a(x )ex Constante variabel machen

yp=a’(x)e’ + a(x)ex\
H/_/
Yp
Vergleich -

>V =y+x
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Beispiel:  y'=y+x
H) Y=y = yg=Ce"

—

Yp = a(x )ex Constante variabel machen

yp=a’(x)e’ + a(x)ex\
%/_/
Yp
Vergleich - a’(x)e’ =x

>V =y+x
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H) Y=y = yg=Ce"

—

yp =a(x)e’
yp=a’(x)e’ + a(x)ex\
%/_/
Yp
Vergleich - a’(x)e

5>V =y+x

Beispiel:  y'=y+x

Constante variabel machen
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a’(x)=xe

Beispiel :

yV=y+x
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Beispiel :

yV=y+x
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a’(x)=xe

a(x)

Beispiel :

—X
Partielle Integration

1T
ja'(x)dxzj.xe_xdx

yV=y+x
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Beispiel :

yV=y+x
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Beispiel :

yV=y+x
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Beispiel:  y'=y+x

Partielle Integration

1T
Ja'(x)dx :Jxe_x dx=—xe " + Je_xdx
X
—C
?
Wo bleibt die

Integrationskonstante?
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Beispiel :

yV=y+x
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Beispiel:  y'=y+x

Partielle Integration
1T
a(x)= ja'(x)dx :Jxe_x dx=—xe " + Je_xdx =e F(-x—1)

%K_J

Yp = a(x)ex

=

,, Variable
Konstante*
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Beispiel:  y'=y+x

Partielle Integration

1T
a(x)= ja'(x)dx :Jxe_x dx=—xe " + Je_xdx =e F(-x—1)
%f_J
yp =a(x)e* =—x-1
,, variable

Konstante*
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Beispiel:  y'=y+x

yy = Ce” allgemein, homogene Diffglg

yp =a(x)e* =-x-1 partikulér, inhomogene Ditfglg

Allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung:

y(x)=-x-1+Ce"
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Beispiel:  y'=y+x

y=-x-1+Ce"

a) Anfangsbedingung y(O) =0
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Beispiel:  y'=y+x

y=-x—1+Ce"

a) Anfangsbedingung y(0)=0 = 0=-1+C
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Beispiel:  y'=y+x

y=-x-1+Ce"

a) Anfangsbedingung y(0)=0 = 0=-1+C = C=1
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Beispiel:  y'=y+x

y=-x-1+Ce"

a) Anfangsbedingung y(0)=0 = 0=-1+C = C=1

y=—x—1+e¢"
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Beispiel:  y'=y+x

y=-x-1+Ce"

a) Anfangsbedingung y(0)=0 = 0=-1+C = C=1

y=—x—1+e¢"

b) Anfangsbedingung y(O) =—1

72



Beispiel:  y'=y+x

y=-x-1+Ce"

a) Anfangsbedingung y(0)=0 = 0=-1+C = C=1

y=—x—1+e¢"

b) Anfangsbedingung y(0)=-1 = -1=-1+C
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Beispiel:  y'=y+x

y=-x-1+Ce"

a) Anfangsbedingung y(0)=0 = 0=-1+C = C=1

y=—x—1+e¢"

b) Anfangsbedingung y(0)=-1 = -1=-14C = C=0
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Beispiel:  y'=y+x

y=-x-1+Ce"

a) Anfangsbedingung y(0)=0 = 0=-1+C = C=1

y=—x—1+e¢"

b) Anfangsbedingung y(0)=-1 = -1=-14C = C=0
y

=—x—1
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Beispiel :

a) Anfangsbedingung y(
b) Anfangsbedingung )’(

oS O
~

y:y+x
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¥(

b) Anfangsbedingung
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y'=1-32xy

Beispiel :

s

N ///

N NV W S e VA

ﬂ// / /

/v:

/_\\\




Beispiel:  y'=1-32xy

H): y =-32xy



Beispiel:  y'=1-32xy

H): y =-32xy

d—yy = _32xdx
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Beispiel:  y'=1-32xy
H): y =-32xy
dy

— =-32xdx
Y

ln(|y|) = —16x° + Cq
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Beispiel:  y'=1-32xy

H): y =-32xy

d—yy = —32xdx

ln(|y|) =—16x% + Cq
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yp = Ce

_16x?

Beispiel :

y'=1-32xy
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Beispiel :

y'=1-32xy
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Beispiel :

y'=1-32xy
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Beispiel:  y'=1-32xy

Vergleich: >
y =1-32xy
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Beispiel :

Vergleich:
y =1-32xy

y'=1-32xy
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Beispiel:  y'=1-32xy
yH — Ce_16x2

yp = a(x)e—16x2

Vp = a'(x)e_16x2 —~ 32xaz(x)e_16x2

v

YpP

2
Vergleich: = a’(x)e 16x

—16x° _ l=d(x)=e

y =1-32xy
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Beispiel :
yH — Ce_16x2

yp = a(x)e—16x2

Vp = a'(x)e_mx2 —~ 32xa(x)e_16x2

e

Yp
Vergleich:

y =1-32xy

a(x)= jel6x2dx geht nicht

y'=1-32xy

= a’(x)e

_16x?

=1=ad(x)=¢e

89
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90%

aller Lebewesen
beenden ihr Leben im Magen eines anderen Lebewesens
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The early bird catches the early worm.
The early cat catches the early bird.
The early dog catches the early cat.

90%

aller Lebewesen
beenden ihr Leben im Magen eines anderen Lebewesens
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[Luchs und Hase

# Pelze in Tausenden

A
160 T ——— =l B
140 +
120 + = Luchse
100 +
80 + "Ill
60 + /
“L ' X ’ ‘
20 ‘ ‘ \ . \./ J\ \
O O O O O O O . O

1845 1855 1865 1875 1885 1895 1905 1915 1925 1935



Gleichgewichtszustand
L = Anzahl Luchse 1im Gleichgewichtszustand

H = Anzahl Hasen im Gleichgewichtszustand
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Gleichgewichtszustand
L = Anzahl Luchse 1im Gleichgewichtszustand

H = Anzahl Hasen im Gleichgewichtszustand

I(t)= # Luchse zur Zeit t
h(t)= # Hasen zur Zeit ¢
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Gleichgewichtszustand
L = Anzahl Luchse 1im Gleichgewichtszustand

H = Anzahl Hasen im Gleichgewichtszustand

I(t)= # Luchse zur Zeit t
h(t)= # Hasen zur Zeit ¢

'(t)=o” (h(1)~H)
Ubersch\{lss an

Hasen fordert
Luchspopulation
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Gleichgewichtszustand
L = Anzahl Luchse 1im Gleichgewichtszustand

H = Anzahl Hasen im Gleichgewichtszustand

I(t)= # Luchse zur Zeit t
h(t)= # Hasen zur Zeit ¢

'(t)=o” (h(1)~H)
Ubersch\{lss an

Hasen fordert
Luchspopulation

W(t)=—B> (I(1)-L)

o J/

—
Zuviel Luchse
fressen Hasen
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System von Differenzialgleichungen

99



I'(t)=o” (h(r)- H)

~B*(1(t)- L)

100



101



> 17(1) =i (1) = o (B2 (1(r) - L))
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—a?B1(1)+ o* B°L

> 17(1) =i (1) = o (B2 (1(r) - L))
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Entflechtung
nur Luchse

nur Hasen
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Hasen zuerst

h”(t)= —,Bzoczh(t) +B%*a*H  inhomogen
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Hasen zuerst
h”(t)= —,Bzoczh(t) +B%*a*H  inhomogen

h”(t)=- 2052h(t) homogen
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Hasen zuerst
h”(t)= —,Bzoczh(t) +B%*a*H  inhomogen

h”(t)= —ﬁzazh(t) homogen

Losung: hyp () = Cysin(ofBt) + C; cos( o)
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Hasen zuerst
h”(t)= —,Bzazh(t) +B%*a*H  inhomogen
n” (1) =—-B*a’h() homogen
Losung: hyy (t) = Cysin(aft) + C, cos(aft)

Kontrolle:  hjy(¢) = o¢fCy cos(aft) — afC, sin(oyft)
ht; (1) = —a* B>Cy sin(aft) — o B7Cy cos(aft) = —a* B hy (1)
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Hasen zuerst

h”(t)= —,Bzoczh(t) +B*a*H  inhomogen
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Hasen zuerst

h”(t)= —,Bzoczh(t) +B*a*H  inhomogen

Triviale Losung:  hp ()= H
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Hasen zuerst

h”(t)=- 2a2h(t) +B*a*H  inhomogen

Triviale Losung:  hp ()= H
0

=0

Kontrolle:  hp (¢)
hp (t

N
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Hasen zuerst

— W(t)=- 2a2h(t) +B*a*H  inhomogen
Triviale Losung:  hp ()= H

Kontrolle: hp(¢)=0

—p aber: hp (1) = —ﬁz(xzh(t)+ ﬁzoczH = —ﬁzazH + ﬁz(sz =0
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Hasen zuerst
h”(t)=- 2a2h(t) +B%*a*H  inhomogen
Allgemeine Losung:  h(t)= H + C; sin(aft)+ C; cos(oft)

Pendelt um
Gleichgewichtszustand
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h(t)= H + Cysin(oft)+ C, cos(oft)
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h(t)= H + Cysin(oft)+ C, cos(oft)

W (t) = ofC; cos(aft)— afC, sin(oft)
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h(t)= H + Cysin(oft)+ C, cos(ofi

W (t) = afCy cos(aft) — oBC sin (o) = —B*(1(¢) - L)
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h(t)= H + Cysin(oft)+ C, cos(ofi

W (t) = afCy cos(aft) — oBC sin (o) = —B*(1(¢) - L)

(t)- L= —%Cl cos(offit) + %Cz sin(oyft)
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W (t) = afCy cos(aft) — oBC sin (o) = —B*(1(¢) - L)

C;cos(aft) + %Cz sin(oyft)

[(t)=L+ % > sin(oft) — %Cl cos(oft)
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I(t)=L+ %Cz sin( ot ) — %Cl cos(cft)

h(t) = H + Cl SiIl(OCﬁl‘)-F C2 COS(OCﬁI)

122



I(t)=L+ %Cz sin( ot ) — %Cl cos(cft)

h(t) = H + Cl SiIl(OCﬁt)-F C2 COS(OCﬁI)

D2 =

[(t)= L+ oD, sin(oft) — o Dy cos(oft)
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I(t)=L+ %Cz sin( ot ) — %Cl cos(cft)

h(t) = H + Cl SiIl(OCﬁl‘)-F C2 COS(OCﬁI)

Dl = %Cl — Cl = ﬁDl

Dz Z=%C2 — szﬁDz

[(t)= L+ oD, sin(oft) — o Dy cos(oft)
h(t)=H + BDysin(oft)+ B D, cos(oft)
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(1) =L+ oD, sin(oefit) — oe Dy cos(ofr)
h(t)=H+ B D, sin(aft) + B D, cos(aft)
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(1) =L+ oD, sin(oefit) — oe Dy cos(ofr)
h(t)=H + B D, sin(of3t) + B D, cos(of3t)

1 1

Zwei Konstante
Frage der Anfangsbedingungen
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Beispiel
o’=04  B?=09
L=40 1[(0)=35
H=60 h(0)=30
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Beispiel
0?=04 B?’=09 = af=+0.36=0.6
L=40 [(0)=35
H=60 h(0)=30
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Beispiel
0?=04 B?’=09 = af=+0.36=0.6
L=40 [(0)=35
H=60 h(0)=30

[(t)= L+ a D, sin(aft)— o D;cos(cft)
= 40 ++/0.4 D, sin(0.67) — /0.4 D; cos(0.6¢)
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Beispiel
0?=04 B?’=09 = af=+0.36=0.6
L=40 [(0)=35
H=60 h(0)=30

[(t)= L+ a D, sin(aft)— o D;cos(cft)
= 40 ++/0.4 D, sin(0.67) — /0.4 D; cos(0.6¢)

h(t)=H + BDysin(oft)+ B D, cos(oft)
=60 + \/@Dl sin(0.6¢ ) + \/@Dz cos(0.6¢)

130



Beispiel
0’=04 B*=09 = of=036=056
L=40 [(0)=35
H=60 h(0)=30

[(t) =40 ++/0.4 D, sin(0.61) — /0.4 D; cos(0.6¢)
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Beispiel
0’=04 B*=09 = of=036=056
L=40 1[(0)=35
H=60 h(0)=30

[(t) =40 ++/0.4 D, sin(0.61) — /0.4 D; cos(0.6¢)

[(0) =40 ++/0.4 D, s5in(0)— /0.4 D, cos(0)

— —
0 1
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Beispiel
0’=04 B*=09 = of=036=056
L=40 [(0)=35
H=60 h(0)=30

[(t) =40 ++/0.4 D, sin(0.61) — /0.4 D; cos(0.6¢)

[(0) =40 ++/0.4 Dysin(0)—+/0.4 D cos(0) =40 —+/0.4 D,

— —
0 1
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Beispiel
0’=04 B*=09 = of=036=056
L=40 1[(0)=35
H=60 h(0)=30

[(t) =40 ++/0.4 D, sin(0.61) — /0.4 D; cos(0.6¢)

v
[(0) =40 ++0.4 Dysin(0)—+/0.4 D;cos(0) =40 —~/0.4 D; =35

— —
0 1
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Beispiel
0’=04 B*=09 = of=036=056
L=40 1[(0)=35
H=60 h(0)=30

[(t) =40 ++/0.4 D, sin(0.61) — /0.4 D; cos(0.6¢)

v
[(0) =40 ++0.4 Dysin(0)—+/0.4 D;cos(0) =40 —~/0.4 D; =35
H/_/ %f—/

0 1

— Dl =

Jo.4
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Beispiel
a’=04 B*=09 = of=4036=056
L=40 1(0)=35
H=60 h(0)=30

h(t)=60++/0.9 D;sin(0.67)+~/0.9 D, cos(0.6¢)
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Beispiel
a’=04 B*=09 = of=4036=056
L=40 1(0)=35
H=60 h(0)=30

h(t)=60++/0.9 D;sin(0.67)+~/0.9 D, cos(0.6¢)
!

h(0) =60 ++/0.9 Dy sin(0)+ /0.9 D, cos(0) = 60 ++/0.9 D, =30
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Beispiel

a’=04 B*=09 = of=4036=056
L=40 1(0)=35
H=60 h(0)=30

h(t)=60++/0.9 D;sin(0.67)+~/0.9 D, cos(0.6¢)

!
h(0)=60++/0.9 D;sin(0)++/0.9 D, cos(0) = 60 ++/0.9 D, =30
30

J0.9

:>D2:—
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[(1) =40 ++/0.4 D, sin(0.61)— /0.4 D; cos(0.6¢)

h(t) = 60 +~/0.9 Dy sin(0.61)+~/0.9 D, cos(0.61)

D=5 o __30
=4 727 Joo
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[(1) =40 ++/0.4 D, sin(0.61)— /0.4 D; cos(0.6¢)

h(t) = 60 +~/0.9 Dy sin(0.61)+~/0.9 D, cos(0.61)

5 30
D=— D,=-30
=4 727 Joo

I(1)=40— Y04 304in(0.61)— 5cos(0.61)

.O‘O

oln
Il

S %

W IN
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[(1) =40 ++/0.4 D, sin(0.61)— /0.4 D; cos(0.6¢)

h(t) = 60 +~/0.9 Dy sin(0.61)+~/0.9 D, cos(0.61)

5 30
D=— D,=-30
=4 727 Joo

I(1)=40— Y04 304in(0.61)— 5cos(0.61)

O‘O

O [
I

2 o

W IN

_ 3.5
h(t)=60+ 233111

7.5

Y

0.6¢) — 30 cos(0.6¢)
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Population

[o—

o &8 5 83 8 8

[(¢)=40—20sin(0.67) — 5cos(0.6¢)
h(t)= 60+ 7.5sin(0.6¢)— 30cos(0.6¢)

INNNNAY

0 10 20 30 40 50 60

L
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h(t) =60+ 7.5sin(0.6¢) — 30 cos(0.6¢)

Einzige Szlrlwingung?
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h(t) =60+ 7.5sin(0.6¢) — 30 cos(0.6¢)

Einzige Szlrlwingung?

Ansatz
7.5sin(0.6¢) — 30co0s(0.67) = C'sin(0.67 + )
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h(t) =60+ 7.5sin(0.67) — 30cos(0.6¢)

Einzige Szlrlwingung?

Ansatz

7.5sin(0.6¢) — 30co0s(0.67) = C'sin(0.67 + )
Additionstheorem flir Sinus

Csin(0.67 + 6) = C(sin(0.6¢) cos(d) + cos(0.6¢)sin(J))
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h(t) =60+ 7.5sin(0.67) — 30cos(0.6¢)

Einzige Szlrlwingung?

Ansatz

7.5sin(0.6¢) — 30co0s(0.67) = C'sin(0.67 + )
Additionstheorem fiir Sinus

Csin(0.67 + 6) = C(sin(0.6¢) cos(d) + cos(0.6¢)sin(J))

7.5sin(0.6¢) — 30cos(0.6¢) = C(sin(0.6¢)cos(d) + cos(0.6¢) sin(6))
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h(t) =60+ 7.5sin(0.67) — 30cos(0.6¢)

Einzige Szlrlwingung?

Ansatz

7.5sin(0.6¢) — 30co0s(0.67) = C'sin(0.67 + )
Additionstheorem flir Sinus

Csin(0.67 + 6) = C(sin(0.6¢) cos(d) + cos(0.6¢)sin(J))

7.5sin(0.6¢) —30cos(0.6¢) = C(sin(0.6¢)cos(d) + cos(0.6¢) sin(6))

Vergleich
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h(t) =60+ 7.5sin(0.67) — 30cos(0.6¢)

Einzige Szlrlwingung?

Ansatz

7.5sin(0.6¢) — 30co0s(0.67) = C'sin(0.67 + )
Additionstheorem flir Sinus

Csin(0.67 + 6) = C(sin(0.6¢) cos(d) + cos(0.6¢)sin(J))

7.5sin(0.6¢) —30cos(0.6¢) = C(sin(0.6¢)cos(d) + cos(0.6¢) sin(6))

Vergleich
7.5 =Ccos(9)
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h(t) =60+ 7.5sin(0.67) — 30cos(0.6¢)

Einzige Szlrlwingung?

Ansatz

7.5sin(0.6¢) — 30co0s(0.67) = C'sin(0.67 + )
Additionstheorem flir Sinus

Csin(0.67 + 6) = C(sin(0.6¢) cos(d) + cos(0.6¢)sin(J))

7.5sin(0.6¢) —30cos(0.6¢) = C(sin(0.6¢)cos(d) + cos(0.6¢) sin(6))

Vergleich
7.5=Ccos(0) und —30=Csin(0)
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7.5 =Ccos(d)
—30 = Csin(6)
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2 _ _ 2 2
7.5 = Cos(6) 7.57 =56.25=C"(cos(9))

—30 = Csin(5) (—30)2 =900 = C? (sin(5))2
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2 _ _ 2 2
7.5 = Cos(6) 7.57 =56.25=C"(cos(9))

—30 = Csin(5) (—30)2 =900 = C? (sin(5))2

956.25 = C2
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2 _ _ 2 2
7.5 = Ccos(5) 7.57 =56.25=C*(cos(5))

—30 = Csin(5) (—30)2 =900 =C? (sin(5))2

956.25 = C2

C =1v956.25 = £30.923

{}

‘Was stimmt nun?‘
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2 _ _ 2 2
7.5 = Ccos(5) 7.57 =56.25=C*(cos(5))

~30 = Csin(9) (=30)* = 900 = C? (sin(5))
956.25 = C2

2

C =1v956.25 = £30.923

Csin(5)
C cos(6)
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7.5% = 56.25 = C?(cos(8))’

7.5 =Ccos(d)
30 = Csin(6) (-30)% =900 = C? (sin(5))”
956.25 = C?
C = £4/956.25 =~ +30.923
Csin(9) _ tan(6) = S0 -4
Ccos(8) 7.5
§ = arctan(—4) + kmt = —1.326 + kTt
=

‘Was stimmt nun?‘
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h(t)= 60+ 7.5sin(0.6¢) — 30 cos(0.6¢) = 60 + Csin(0.6¢ + &)

C =1+956.25 = £30.923
§ = arctan(—4 )+ kit = —1.326 + k7t

Probieren mit verschiedenen Werten fiir ¢

h(t)= 60+ 30.923sin (0.6 —1.326)
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Population

[o—

o &8 5 83 8 8

h(t)= 60+ 30.923sin (0.6t —1.326)

‘ Amplitude \

INNNNAY

0 10 20 30 40 50 60

L
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Population

[o—

o &8 5 83 8 8

h(t)= 60+ 30.923sin (0.6 —1.326)
Analog: I(¢) = 40 + 20.616sin(0.67 — 2.900)

INNNNAY

0 10 20 30 40 50 60

L
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Krasses Beispiel

a’=04 B?’=09 = af=+0.36=0.6
L=40 [(0)=10  Leichte Verinderung
H=60 h1(0)=20 der Anfangsbedingungen
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Krasses Beispiel

a?=04 B*=09 = af=+0.36=0.6
L=40 [(0)=10 Leichte Verdnderung
H=60 h1(0)=20 der Anfangsbedingungen

[(¢)=40- %sin(o.&) —30cos(0.6¢)
h(t)= 60+ 45sin(0.67)— 40 cos(0.6¢)
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[(2) = 40 — &sin(0.61) — 30 cos(0.61)
h(t)= 60+ 45sin(0.6¢)— 40 cos(0.6¢)

AN

Population
B %0 D
oS8 383&X888

1

Schaffen sie die Kurve?
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Population

to
S

[o—

e S
c O

60

40}

20
o}

[(¢) =40+ 40.1386486 cos(0.67 + 2.414950313)
h(t) =60+ 60.20797289 cos(0.6¢ — 2.297438667)

NANANA

10

Schaffen sie die Kurve?

Leider nein.
162



Luchs und Hase

# Pelze in Tausenden

160
140
120
100
80
60
40
20

A
J\ " o /: ’\’-\‘

1845 1855 1865 1875 1885 1895 1905 1915 1925 1935
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Luchs und Hase

# Pelze in Tausenden

160
140
120
100
80
60
40
20

1845

- Hasen

== nchse

(J\ VAN

O—

L

1855 1865 1875 1885 1895 1905 1915 1925 1935

‘1850\
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Zyklisches Verhalten
Lynx

60

40

20
18509

® Hare
20 40 60 80 100
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Zyklisches Verhalten

Lynx
A
60
40
20
1850\
1851

® Hare
20 40 60 80 100

166



Zyklisches Verhalten

Lynx
A
60
40
20
1850
18511852
20 40 60 80 100

® Hare
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Zyklisches Verhalten

Lynx
A
60
40
20
1850 1853
1851]1852
20 40 60 80 100

® Hare
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Zyklisches Verhalten

Lynx
A
60
40
185
20
1850 1853
185111852

® Hare
20 40 60 80 100

169



Zyklisches Verhalten

Lynx
A
60
40
1855
185
20
1850 1853
185111852

® Hare
20 40 60 80 100
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Zyklisches Verhalten

Lynx
A
60
40
20
18511852
20 40 60 80 100

® Hare
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Zyklisches Verhalten

Lynx
A
60
40
1852
20
18511852
20 40 60 80 100

® Hare
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Zyklisches Verhalten

Lynx
A

60

40

B
1858
185111852
20 40 60 30 100

® Hare
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Zyklisches Verhalten

Lynx
A
60
40
B

20

1858

1859

18511852
20 40 60 80 100

® Hare
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Zyklisches Verhalten

Lynx
A
60
40
g

20

1858

1859

1860 185111852

® Hare
20 40 60 80 100
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Zyklisches Verhalten

Lynx
60
40
B

20

1858

1859

1861 1860 185111852
20 40 60 80 100

® Hare
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Zyklisches Verhalten

Lynx
60
40
B

20

1858

1859

1861 1860 186;T 18511852

20

40 60 80

100

® Hare
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Zyklisches Verhalten

Lynx
60
/18&8
77
876
. ="
/ 1875
ﬁ1874
20
188 1873
o PO
1870 1871 1872
20 40 60 30 100

® Hare
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Zyklisches Verhalten

Gleichgewichtslage
40 @
Anfangsbedingungen @

20

Hasen
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Zyklisches Verhalten

Gleichgewichtslage
40 @

Anfangsbedingungen \

20

Hasen
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Zyklisches Verhalten

Gleichgewichtslage
40 @
Anfangsbedingungen

20

Hasen
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Zyklisches Verhalten

2
<
Q
—
—~ 60
Gleichgewichtslage
40 @
Anfangsbedingungen
20 —°

Hasen
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Zyklisches Verhalten

Gleichgewichtslage

e

Anfangsbedingungen

20

Hasen
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Zyklisches Verhalten

Gleichgewichtslage
40 @
Anfangsbedingungen

20

Hasen
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Zyklisches Verhalten

Gleichgewich¥sslage
40 @
Anfangsbedingungen

20

Hasen
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Zyklisches Verhalten

Gleichgewich¥sslage
40 @
Anfangsbedingungen

20

Hasen
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Zyklisches Verhalten

Gleichgewich¥yslage
40 @
Anfangsbedingungen

20

Hasen
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Zyklisches Verhalten

60 /
Gleichgewich¥yslage

40 @
Anfangsbedingungen

20

Hasen
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Zyklisches Verhalten

Gleichgewich¥yslage
40 @
Anfangsbedingungen

20

Hasen
189



Zyklisches Verhalten

Gleichgewich¥yslage
C

0 30 60 90
Hasen

Es schlieB3t sich, aber nicht a punto 190



Zyklisches Verhalten

Gleichgewich¥yslage
C

0 30 60 90
Hasen

Es schlieB3t sich, aber nicht a punto 191



Zyklisches Verhalten

Gleichgewich\alage

Anfangsbedingungen

0 30 60 90
Hasen

100 Jahre sind vergangen 192



Luchse

20

30

Zyklisches Verhalten

Geeignete Mal3stabe
liefern einen Kreis

60 90
Hasen 193
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50 Blumen

40 Schnecken
30 Igel

20

10

00 10 20 30 40 50

198



Zyklisches Verhalten

wnyyoroy
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Zyklisches Verhalten
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Zyklisches Verhalten
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Zyklisches Verhalten
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Zyklisches Verhalten

INULTY
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Zyklisches Verhalten
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Zyklisches Verhalten

o Krieg -
O
by .
s >
= =
2 5
O
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Zyklisches Verhalten
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