Modul 112
Lineare Differenzialgleichungen zweiter Ordnung



Beispiel:  y”(¢)=0



Beispiel:  y”(¢)=0

Losung:  y(¢)=At+B



Beispiel:  y”(¢)=0
Losung:  y(¢)=At+B

Kontrolle: y'(¢)=A
y'(t)=0



Beispiel:  y”(t) = y(¢)



Beispiel:  y”(t) = y(¢)
Losung:  y(t)=Ae’ + Be™

Kontrolle: y'(¢)= Ae’ — Be™’
y’(t)=Ae' + Be™ = y(t)



Beispiel:  y”(t)=—y(¢)



Beispiel:  y”(t)=—y(¢)

Losung:  y(¢)=sin(z) oder y(t)=cos(t)



Beispiel:  y”(t)=—y(¢)
Losung:  y(¢)=sin(z) oder y(t)=cos(t)
allgemein: y(¢)= Asin(z)+ Bcos(t)

Kontrolle: y’(¢)= Acos(t)— Bsin(¢)
y”(t)=—Asin(t)— Bcos(t)=—y(¢)



Beispiel: ay” +by +cy=0

homogen, linear, zweite Ordnung
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Beispiel: ay” +by +cy=0

homogen, linear, zweite Ordnung

Versuch ("Ansatz"): y=¢€
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Beispiel: ay” +by +cy=0

homogen, linear, zweite Ordnung

Versuch ("Ansatz"): y = M y = AeM y’ = 2ZeM
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Beispiel: ay” +by +cy=0

homogen, linear, zweite Ordnung

Versuch ("Ansatz"): y = e y = Aet y’ = A2eM
einsetzen:

soll
l
ay” +by +cy= al%eM + breM + ceM = M (cM2 +bA+ c) =0
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sciﬂl
e)“t(aﬂtz +bA+ c) =0
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Kann nicht
Null sein

l\/[ S(ill

e)“t(aﬂ,2+b/l+c) =0
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Kann nicht
Null sein

l\/[ S(ill

e)“t(aﬂ,2+b/l+c) =0

I =

also muss
dies Null sein
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charakteristische Gleichung

al> +bA+c =0
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charakteristische Gleichung

al> +bAl+c=0

zwel, eine oder gar keine Losung ...
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Erster Fall: zwei reelle Losungen

ay”+by +cy=0 mit b> —dac >0
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Erster Fall: zwei reelle Losungen

ay” +by +cy=0 mit b> —dac >0

charakteristische Gleichung al> +bl+c=0 hat LoOsungen

2y = ~b+\b* —4ac 2y = ~b—\b* ~4ac

2a 2a
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Erster Fall: zwei reelle LOosungen

Differenzialgleichung ay” +by +cy=0

hat die Losung

‘ Braucht zwei Anfangsbedingungen
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Kontrolle:

ay”+by +cy=0

y(t) = AeM’ + Be’?!
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Kontrolle: ay”+by +cy=0

v (£) = 1, Ae™’ + 2, Be™

y(t) = AeM’ + Be’?!
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Kontrolle: ay”+by +cy=0

v (£) = 1, Ae™’ + 2, Be™
V()= /’leAeM + /’L%Bezﬂt

y(t) = AeM’ + Be’?!
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Kontrolle: ay”+by +cy=0

v (£) = 1, Ae™’ + 2, Be™
V()= /’leAeM + /’L%Bezﬂt

y(t) = AeM’ + Be’?!

einsetzen:
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Kontrolle: ay”+by +cy=0 y(t)= AeMt + B!

y(t)= ﬂ,lAellt + Z.QBeAQt
y”(t ) = ;le AeMt + /’LQz Be™! einsetzen:

a(ilee/llt + X%Be%t ) + b(/’LlAe/llt + ﬂ/ZBeZQt ) + c(Aeﬂ’lt + Beﬂﬂt) =

26



Kontrolle: ay”+by +cy=0 y(t)= AeMt + B!

y(t)= ﬂ,lAellt + ).QBe’th
y”(t ) = ;le AeMt + A%Be%t einsetzen:

a(ilzzﬁt +2.223622t)+b(/1114€it +/’LQBeA2t)+c(Ai)~lf +Beﬂﬁt) —

=AL)’1t(a112 +bA +c)+
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Kontrolle: ay”+by +cy=0 y(t)= AeMt + B!

y(t)= ﬂ,lAe’llt + ).QBe’th
y”(t ) = ;le AeMt + A%Be%t einsetzen:

a(/lleeit + l%}ﬁt)+b(/llfﬁt +2Q£Qt)+c(Ai)‘lt +lﬁ2t) =

= Aiﬂ‘lt (a?tlz +bA; + c) + Be™! (aﬂ.Qz +bA, + c)
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Kontrolle: ay”+by +cy=0 y(t)= AeMt + B!

y(t)= ﬂ,lAellt + ).QBe’th
y”(t ) = ;le AeMt + A%Be%t einsetzen:

a(/’leAeit + l%}ﬁt)+b(/llfﬁt +/”1Q£Qt)+c(Ai)‘lt +lﬁ2t) =
= AeM! (a)tlz +bA + c) Be™! (aﬂ% +bAy + c)

. J/ o J/

0 0
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Kontrolle: ay”+by +cy=0 y(t)= AeMt + B!

y(t)= ﬂ,lAellt + ).QBe’th
y”(t ) = ;le AeMt + A%Be%t einsetzen:

()Ll Aeh! + Z.QBeAQt ) + b(/’LlAe/llt + /”LQBeAQt) (Aeﬂ’lt + lﬁﬁt) =

= AeM! (a)tl +bA + c) + Be™! (aAQ +bAy + c) 0

|\

0 0
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

‘ Anfangsbedingungen ‘
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y’(0)=19

Charakteristische Gleichung:

32



Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y’(0)=19

Charakteristische Gleichung:

222 —10A+12=0
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y’(0)=19

Charakteristische Gleichung:

A% —10A+12=0
A2 -51+6=0
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y’(0)=19

Charakteristische Gleichung:

222 —10A+12=0

A2 —51+6=0
(A-3)(A-2)=0 = A =3 A =2
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y’(0)=19

Charakteristische Gleichung:

A% —10A+12=0
A2 -51+6=0
(A-3)(A-2)=0 = X =3, A =2

y(t) = Ae”’ + Be*!
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y’(0)=19

I I

‘ Anfangsbedingungen ‘

y(t) = A’ + Be*!
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

y(1)= Ae” + Be?!

y’(t) = 3Ae-! +2Be?

38



Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

y(t):Ae3t + Be?! y(0)=A92+Beo
1

y’(t) = 3Ae-! +2Be?
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

y(1) = Ae”’ + Be?! y(0)=Ae’ +Be” =A+B
I

y’(t) = 3Ae-! +2Be?
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

!
y(1) = Ae”’ + Be?! y(0)=Ae’ + Be” = A+ B=7
I

y’(t) = 3Ae-! +2Be?
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

!
y(1) = Ae”' + Be?! y(0)=Ae’ + Be” = A+ B=7
I
|

Y (1) = 34 +2Be* v (0)=34e" +2Be? =34+ 2B=19
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

!

y(1) = Ae”' + Be?! y(0)=Ae” + Be" = A+B=T7
1
|
Y (1) = 34e> +2Be?! y'(0)=34e” +2Be? =34 +2B=19
A+B=7]

3A+2B=19
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

y(t) = Ae”' + Be*!

A+B="7
3A+2B =19
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

y(t) = Ae3t + Bezr

A+B="17 —2A-2B=-14
3A+2B =19 3A+2B =19
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

y(t) = Ae>' + Be?'!
A+B=7 —2A-2B=-14

3A+2B =19 3A+2B =19
A =5
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

y(t) = Ae3t + Bezr

A+B="17 —2A-2B=-14
3A+2B =19 3A+2B =19
A =5

oy
I
&)
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Beispiel
2y” =10y’ +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

y(t) = Ae3t + Bezr

A+B=17 —2A-2B=-14
3A+2B=19 3A+2B=19
A =5
B=2

y(t)= 5¢ + 2%
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Beispiel
2y” =10y +12y=0 mit y(0)=7 und y'(0)=19

y(t)z 563t +262t 1001

80T
60T
4071

20F




Mit CAS

> DGL=2*diff(y(1), t$2) - 10*diff(y(t), 1) + 12*y(1) = 0;

DGl = 2(

2

a_
FHT}

d
]— lﬂ(my{u]+ 12y(t)=0
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Mit CAS

> DGL=2*diff(y(1), t$2) - 10*diff(y(t), 1) + 12*y(1) = 0;

-

DGl =2 (%}-‘{r}]— 1D(%}-‘{:}]+ 12y(t)=0

> dsolve({DGI, y(0) =7, Di(y)(0)=19%, yit)):
}“] -7 Elzn + 5 Elﬁ:l
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Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay” +by +cy=0 mit b> —4ac=0
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Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay” +by +cy=0 mit b> —4ac=0

Charakteristische Gleichung aA? +bA+c =0

hat Losung Ay = 5—2
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Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay” +by +cy=0 mit b? —4ac=0

Charakteristische Gleichung aA? +bA+c =0

hat Losung Ay = 5—2

Differenzialgleichung ay” +by +cy=0

hat Losung  y(t) = (Tt + f)e)‘ot

‘ Braucht zwei Anfangsbedingungen
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Zweiter Fall: eine reelle Losung
ay” +by +cy=0 mit b> —dac=0, Ao 25—2

Losung:  y(¢)=(At+ B)e™’



Zweiter Fall: eine reelle Losung
ay”+by +cy=0 mit b> —dac=0, Ao 25—2
Losung:  y(¢)=(At+ B)e™’
Kontrolle: y’(¢)= Aelo! 4 Ao (At + B)e)‘Ot



Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay” +by +cy=0 mit b —4dac=0, 2025—2

Losung:  y(¢)=(At+ B)e™’
Kontrolle: y’(z)= Ae’o! 4 Ao (At + B)e)‘Ot = /o (A+ Athg + Blg)



Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay” +by +cy=0 mit b —4dac=0, 2025—2

Losung:  y(¢)=(At+ B)e™’
Kontrolle: y’(z)= Ae’o! 4 Ao (At + B)e)‘Ot = /o (A+ Athg + Blg)

Y’ (1) = Age™™ (A+ Atdg + Blg )+ Adge™



Zweiter Fall: eine reelle Losung
ay”+by +cy=0 mit b> —dac=0, Ao 25—2
Losung:  y(¢)=(At+ B)e™’
Kontrolle: y’(z)= Ae’o! 4 Ao (At + B)e)‘Ot = /o (A+ Athg + Blg)
Y’ (1) = Age™™ (A+ Atdg + Blg )+ Adge™
= ¢! (QL%At + A3 B+ 2)LOA)



Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay” +by +cy=0 mit b —4dac=0, 2025—2

Losung:  y(1)= (At + B)e’
Kontrolle: y'(¢)= Ae™’ + Ay (At + B)e™’ = ™' (A+ Atdy + Bl
Y’ (1) = Age™™ (A+ Atdg + Blg )+ Adge™
= ¢! (QL%At + A3 B+ 2)LOA)

einsetzen:

&Aﬁ(a(lngt+l§B+2loA)+b(A+At}LO + BAg) + c(At + B))zo
0



Zweiter Fall: eine reelle Losung
ay”+by +cy=0 mit b> —dac=0, Ao 25—2
Losung:  y(¢)=(At+ B)e™’
Kontrolle: y’(z)= Ae’o! 4 Ao (At + B)e)‘Ot = /o (A+ Athg + Blg)
Y’ (1) = Age™™ (A+ Atdg + Blg )+ Adge™
= ¢! (QL%At + A3 B+ 2)LOA)

einsetzen:

&’lﬁ(a(itngt +A3B + 27LOA)+b(A+At/”LO + BAg) + c(At + B))io

£0 g
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Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay” +by +cy=0 ;LOZE_z

a(/l(%Ar +A3B + 2%A)+b(A+Ath + Blg)+ c(At + B)=0
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Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay” +by +cy=0 ;LOZE_z

Cl(/l(%zit +A3B + 220A)+b(A+étﬂ0 +Blg)+c(Ar+ B)=0

63



Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay” +by +cy=0 ;LOZE_z

Cl(/l(%zit +A3B + 220A)+b(A+étﬂ0 +Blg)+c(Ar+ B)=0

zit(a/lg +bAy +c)-
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Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay” +by +cy=0 ;LOZE_z

Cl(/l(%zit +A3B + 220A)+b(A+étﬂ0 +Blg)+c(Ar+ B)=0

zit(a/lg +bAy +c)-

0

65



Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay” +by +cy=0 ;LOZE_z

Cl(/l(%zit +A3B + 220é)+b(é+ AtAg + BAg)+c(Ar + B)=0

zit(a/lg +bAy + c)+ é(ZlOa +b)

. J/

0
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Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay”+by" +cy=0 10:5—2

(7

a(/lgzir+18ii+ 220é)+ (A+ Atdy + Blg)+c(At + B)=0

N
At(a/lo + b2 +c)+A(27LOa+b)+ B(axlo + b +c)=

0
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Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay”+by" +cy=0 10:5—2

(7

a(/lgzir+18ii+ 220é)+ (A+ Atdy + Blg)+c(At + B)=0

N
At(a/lo + b2 +c)+A(27LOa+b)+ B(axlo + b +c)=

0 0
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Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay”+by" +cy=0 10:5—2

(7

a(/lgzir+18ii+ 220é)+ (A+ Atdy + Blg)+c(At + B)=0

)
At(a/lo + b2 +c)+A(27LOa+b)+B(a/10 + b +c)=
g 0
2Apa+b=0
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Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay”+by" +cy=0 10:5—2

(7

a(/lgzir+18ii+ 220é)+ (A+ Atdy + Blg)+c(At + B)=0

)
At(a/lo + b2 +c)+A(27LOa+b)+B(a/10 + b +c)=
g 0
2Apa+b=0

-b
2a
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Zweiter Fall: eine reelle Losung

ay”+by" +cy=0 10:5—2

(7

a(/lgzir+lgli+ 210é)+ (A+ Atdy + Blg)+c(At + B)=0

)
At(a/lo + b2 +c)+A(27LOa+b)+B(a/IO + b +c)=
g 0
2 Aye+b=0

20
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3y” =30y +75y=0 mit y(0)=3, y'(0)=13
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3y” =30y +75y=0 mit y(0)=3, y'(0)=13

Charakteristische Gleichung:
3A% =304+ 75=0
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3y” =30y +75y=0 mit y(0)=3, y'(0)=13

Charakteristische Gleichung:
3A% =304+ 75=0
A% =101 +25=0
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3y” =30y +75y=0 mit y(0)=3, y'(0)=13

Charakteristische Gleichung:
3A% =304+ 75=0

A% =101 +25=0
(A=5)=0 = Ag=5
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3y” =30y +75y=0 mit y(0)=3, y'(0)=13

Charakteristische Gleichung:
3A% =304+ 75=0

A% =101 +25=0
(A=5)=0 = Ag=5

y(¢) = (At + B)e™’
in unserem Fall:

y(1)= (A1 + B)e™
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3y”-30y"+75y=0 mit y(0)=3, y(0)=13

(1) = (At + B)e”
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3y”-30y"+75y=0 mit y(0)=3, y(0)=13

(t)= (At + B)e™
Y (1) = Ae® +5(At + B)e™

<
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3y”-30y"+75y=0 mit y(0)=3, y(0)=13

(t)= (At + B)e™ = y(0)=(A-0+B)e" =B

Y (1) = Ae® +5(At + B)e™

<

!

3
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3y”-30y"+75y=0 mit y(0)=3, y(0)=13

!

(A-0+ B)e" = B=3

(t) = (At + B)e”! = y(0)
y’(t) = Ae” + S(At + B)eSt = y'(O

<

Ae’ +5(4-0+B)e”
!

v (0)=A+5B=13

~
|l
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3y”-30y"+75y=0 mit y(0)=3, y(0)=13

!
(A-0+B)e” = B=3
Ae’ +5(4-0+B)e”

!

v (0)=A+5B=13

(t) = (At + B)e”! = y(0)
y’(t) = Ae” + S(At + B)eSt = y'(O

<

~
|l
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3y”-30y"+75y=0 mit y(0)=3, y(0)=13

!
(A-0+B)e” = B=3
Ae’ +5(4-0+B)e”

!

v (0)=A+5B=13

(t) = (At + B)e”! = y(0)
y’(t) = Ae” + S(At + B)eSt = y'(O

<

~
|l

B=3, A=-2 = y(t)=(-21+3)e”
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3y” =30y +75y=0 mit y(0)=3, y'(0)=13
§(1) = (=21 + 3) ™

Warum diese Nullstelle?
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CAS

> 3*diff(y(t), t$2) - 30%diff(y(t), O+75%y(t) = 0;

".}2
3 (ﬁy(r)J—m (g—ry(r)}r 75 y(1)=0
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CAS

> 3*diff(y(t), t$2) - 30%diff(y(t), O+75%y(t) = 0;

02 0
3 [aﬁ y(f))— 30 (a—f y(f})Jr 75 y(1)=0

> dsolve({3*diff(y(t), t$2) - 30*diff(y(t).
D+75%y(t) =0, y(0) = 3, D(y)(0) = 13}, y(1));
y(t)=3eL-2eb 0y
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Dritter Fall: Keine reelle Losung der charakteristischen Gleichung

ay”+by"+cy=0 mit b’ —dac <0
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Dritter Fall: Keine reelle Losung der charakteristischen Gleichung

ay”+by"+cy=0 mit b’ —dac <0

y"=-y also y"+y=0
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Dritter Fall: Keine reelle Losung der charakteristischen Gleichung

ay”+by"+cy=0 mit b’ —dac <0

y"=-y also y"+y=0

Charakteristische Gleichung: 1> +1=0 = A= i
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Dritter Fall: Keine reelle Losung der charakteristischen Gleichung

ay”+by"+cy=0 mit b’ —dac <0

y"=-y also y"+y=0

Charakteristische Gleichung: 1> +1=0 = A= i
Losung der Differenzialgleichung: y(¢) = Asin(z)+ Bcos(t)
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Dritter Fall: Keine reelle Losung der charakteristischen Gleichung
ay”+by"+cy=0 mit b’ —dac <0
Wir definieren:

/ 2
[p—_—b und o = Y4ac=h ]

- 2a 2a
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Dritter Fall: Keine reelle Losung der charakteristischen Gleichung
ay”+by"+cy=0 mit b’ —dac <0

Wir definieren:

mﬁ Radikand
__Ndac-

_b ° °
= — — !
[ p=5 und ) > positiv!

91



Dritter Fall: Keine reelle Losung der charakteristischen Gleichung
ay”+by"+cy=0 mit b’ —dac <0

Wir definieren:

/ 2
[p—_—b und o = Y4ac=h ]

- 2a 2a

Differenzialgleichung hat Losung:

[ y(t)=eP" (Asin(or)+ Bcos(a)t))]
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Dritter Fall: Keine reelle Losung der charakteristischen Gleichung
ay”+by"+cy=0 mit b’ —dac <0

Wir definieren:

/ 2
[p—_—b und @ =YHach ]

- 2a 2a

Differenzialgleichung hat Losung:

[ y(t)=eP" (Asin(or)+ Bcos(a)t))]

Kontrolle aufwandig. Wird weggelassen.
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

al? +bl+c=0 mit b*—4ac<0
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

al? +bl+c=0 mit b*—4ac<0

2 2
ll _ —b+\b"—4ac und )‘2 _ —b—\Nb"—4ac

2a
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

al? +bl+c=0 mit b*—4ac<0

2 2
ll _ —b+\b"—4ac und )‘2 _ —b—\Nb"—4ac

2a
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

al® +bA+c=0 mit b*—4ac<0

2 2
)Ll _ —b+\ b~ —4ac und )LQ _ —b—\b"—4ac

g 2a
Radikand negau\i/_2 Radikand
p= 5—2 und  @= 4Clzca_b positiv!
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

al? +bl+c=0 mit b*—4ac<0

2 2
11::—b+Vb —4ac und AQ==_b_ b —4ac

2a 2a

V4ac—b2

2a

_=b _
p=5 und W=

Erinnerung: /-36 36i°
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

al? +bl+c=0 mit b*—4ac<0

2 2
)Ll _ —b+\b"—4ac und ;LQ _ —b—\b"—4ac

2a 2a

vV 4ac—b?

_=b _
p=3, umd 0=
Erinnerung: /-36 36i°
\/b2—4ac . -\/4ac—b2 .
=1 =1
2a 2a
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

al? +bl+c=0 mit b*—4ac<0

2 2
)Ll _ —b+\b"—4ac und ;LQ _ —b—\b"—4ac

2a 2a

vV 4ac—b?

_=b _
p=3, umd 0=
Erinnerung: /-36 36i°
\/b2—4ac . -\/4ac—b2 .
=1 =1
2a 2a

M=p+iw und A =p—-iw
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

al? +bl+c=0 mit b*—4ac<0

M=p+io und A =p—-iw
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

al® +bA+c=0 mit b*—4ac<0

M=p+io und A =p—-iw

t t

‘ Konjugiert komplex ‘
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

al® +bA+c=0 mit b*—4ac<0

M=p+io und A =p—-iw

t t

‘ Konjugiert komplex ‘

Losung der Differenzialgleichung:

y(t)=(C +iD)eM +(C —iD)e™!

t t

‘ Auch konjugiert komplex ‘
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

al? +bl+c=0 mit b*—4ac<0

M=p+io und A =p—-iw

t t

‘ Konjugiert komplex ‘

Losung der Differenzialgleichung:

y(t)=(C +iD)eM +(C —iD)e™!

y(t)=(C+ iD)e(p+iw)t +(C- iD)e(p—ia))t
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

y(t)=(C+ iD)e(pHa))t +(C— iD)e(p—ia))t
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

y(t)

(C+iD)elPH®) o (Cc—ip)elP-i®)

(C+ iD)epteiwt +(C - iD)epte_iwt

y(t)
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

y(t)

(C+iD)elPHi@) 4 (¢ —ip)elP-i®)

(C + iD)epteia)t + (C . iD)ep[e_iwt

y(t)

y(1)=eP[(C+iD)el® +(C ~iD)e ™" |

107



Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

Eckige Klammer:

(C+iD)el™ +(C—iD)e™" |
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung
Eckige Klammer:
[(C +iD)e!® +(C - iD)e_ia”}

_ [(C + iD)(cos(a)t) +i sin(a)t)) +(C - iD)(cos(—a)t) +1 Sin(—wt))]

1 1

‘ Formel von Euler ‘ ‘ Formel von Euler ‘
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

Eckige Klammer:

(C+iD)el™ +(C—iD)e™" |

(C +iD)(cos(or)+isin(wt)) +(C —iD)(cos(-wt) +i sin(—wt)) |

=[(C +iD)(cos(wr)+isin(wr)) + (C - iD)(cos(er) — i sin(er))]



Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

Eckige Klammer:

[(C +iD)e'® +(C - iD)e_ia”}

(C +iD)(cos(or)+isin(wt)) +(C —iD)(cos(-wt) +i sin(—wt)) |

(C +iD)(cos(wt)+isin(wr))+(C —iD)(cos(wt) —isin(wt)) ]

| Ccos(wt)+ Cisin(wt)+iD cos(wt)— Dsin(wt) |

| +C cos(mr) - Cisin(wt ) — iD cos(wt) — Dsin(cr) |



Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

Eckige Klammer:

[(C +iD)e'® +(C - iD)e_ia”}

(C +iD)(cos(or)+isin(wt)) +(C —iD)(cos(-wt) +i sin(—wt)) |

(C +iD)(cos(wt)+isin(wr))+(C —iD)(cos(wt) —isin(wt)) ]

- | Ccos(wt) +W) +iDe6s(wt ) — Dsin(wt) |

| +C cos(or) — Cigf{or ) — iDe0s(wr) — Dsin(r)

Imaginirteile fallen weg



Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

Eckige Klammer:

[(C +iD)e'® +(C - iD)e_ia”}

(C +iD)(cos(or)+isin(wt)) +(C —iD)(cos(-wt) +i sin(—wt)) |

(C +iD)(cos(wt)+isin(wr))+(C —iD)(cos(wt) —isin(wt)) ]

| Ccos(wt) +W) +iDe6s(wt ) — Dsin(wt) |

| +C cos(or) — Cigf{or ) — iDe0s(wr) — Dsin(r)

= 2C cos(wt ) — 2 Dsin(wt)
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

Y(t) — Pt [(C+1D)eia)t _I_(C_-lD)e—ia)t}

y(t)=e” |:2C cos(t)— 2Dsin(a)t):|
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Dritter Fall: Komplexe Bearbeitung

)’(t) — Pt [(C + iD)eia)t n (C . iD)e—ia)t}
y(t)= eP! |:2C cos(wt) - 2Dsin(a)t):|

Gleiche Form wie;:

[ 5(0)=e (sin(an)+ eos(an)
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Dritter Fall: Keine reelle Losung der charakteristischen Gleichung
ay”+by"+cy=0 mit b’ —dac <0

Wir definieren:

/ 2
[p—_—b und o = Y4ac=h ]

- 2a 2a

Differenzialgleichung hat Losung:

[ y(t)=eP" (Asin(or)+ Bcos(a)t))]
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32y7 -8y’ +113y=0 mit y(0)=-3, y(0)=3
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32y7 -8y’ +113y=0 mit y(0)=-3, y(0)=3

b —4dac=(-8)* —4-32-113=—14400 < 0
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32y7 -8y’ +113y=0 mit y(0)=-3, y(0)=3

b —4dac=(-8)* —4-32-113=—14400 < 0
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32y7 -8y’ +113y=0 mit y(0)=-3, y(0)=3

b —4dac=(-8)* —4-32-113=—14400 < 0

b _8 _1 o = Ndac=b® _ \/1440 _ 120 _ 15

p:2a_64_8 - 24 =64 — %
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32y7 -8y’ +113y=0 mit y(0)=-3, y(0)=3

b —4dac=(-8)* —4-32-113=—14400 < 0

P=2." 064" 3 = 24 ~ 64 T8

b_8 1 o = Ndac=b® _ \/1440 _ 120 _ 15

y(t)=e” (Asin(a)t) + Bcos(a)t))

In unserem Fall:

y(t)= s’ (Asin(%t) + Bcos(%t))
121



32y" -8y +113y=0 mit y(O):—3, y’(O):%

1

y(t)=e8' (Asin(%t) + Bcos(%t))
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32y" -8y +113y=0 mit y(O):—3, y’(O):%

v(0) =" (asin({1) + Beos {21
y’(t):%e%t(z‘\sm(% )+Bcos(%t))+%e%t(Acos(%t)—Bsin(%t))
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32y" -8y +113y=0 mit y(O):—3, y’(O):%

)= (1) 2 )
0= e mo e e o) men)

!

y(0)= e’ (Asin(0)+ Bcos(O)) =B=-3
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32y" -8y +113y=0 mit y(O):—3, y’(O):%

1

t)) + %egt (Acos(%t) — Bsin(%t))

y(t)= % (Asm(§5 )+Bcos(§5 ))
5 5

1
Y (t)= %egt (Asm(% )-i— Bcos(%

y(O) = eO (Asin(0)+ Bcos(O)) = B;— 3
y'(0) = 1.0 (Asin(0)+ Bcos(O))+ 150 (Acos(O)— Bsin(O)) = B+%A;%

15 1
8 8
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32y" -8y +113y=0 mit y(O):—:S, y'(()):i

y(t)= s’ (Asm(g5 )+Bcos(?5
5

Y (2)= %e%t (Asm(% )-I— Bcos(

y(0)= e’ (Asin(0)+ Bcos(O)) =B=-3

oy
Il

)

K}

L0 (A sin(0) + Bcos(O)) +

f))+

15
8

-3 B+15A=12 = A=1

8

1

15 .57

2

A cos(

15
8

e’ (Acos(0)— Bsin(0)) =

t)- Bsin(

1
8

15
8

)

15
B+8

!
A=
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32y" -8y +113y=0 mit y(O):—:S, y'(()):i

y(t)= s’ (Asm(g5 )+Bcos(?5
5

Y (2)= %e%t (Asm(% )-I— Bcos(

y(0)= e’ (Asin(0)+ Bcos(O)) =B=-3

)

K}

f))+

!

8

1

15 .57

2

A cos(

15
8

t)- Bsin(

15
8

)

y'(0)=%eO(Asin(O)+Bcos(O))+1§Seo(Acos(O)—Bsin(O)):%BjL%
B=—3 B+I15A=12 = A=1

y(t)= e%Z (sin(%t) - 3COS(%Z‘))

!
A=
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32y”_8y'-|—113y:0 mit y(O):_3’ y’(O):%

1

y(t)= es’ (sin(%t) - 3COS(%t))
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32y” -8y +113y=0 mit y(0)=-3, y'(0)=

107

3
2

K:: Funktionskurve
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32y" =8y +113y=0 mit y(O):_3, y’(O):%

101

K:: Funktionskurve

Umrechnung auf eine
einzige Schwingung:

y(t)= eflgt (sin(%t) — 3003(%t))1o-.

1
—e8' V10 sin(%t + arctan(—3))
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32y” -8y +113y=0 mit y(0)=-3, y'(0)=

107

3
2

K:: Funktionskurve

Umrechnung auf eine
einzige Schwingung:

10

y(t)zeElg (sm(%t) 3cos(%t))lo-.

= 68 V10 sm(§5t+arctan

10 68 sm(%t + arctan
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107

32y" =8y’ +113y=0 mit y(0)=-3, ¥'(0)=5 _|Amplituden-
grenze

K:: Funktionskurve

Umrechnung auf eine
einzige Schwingung:

y(t)= eElg (sm(lg5 )— 3cos(%t))lo-.

1
—e8' 10 sin(%t + arctan(—3))

1

10 e?® sm(%t + arctan(—3))
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CAS

> 32*diff(y(1), 152) - 8*diff(y(1), )+113*y(1) = 0;

2

d- d
32 (Hrz }f[r]]—ﬂ(my{:j]+ 113 y(r)=0
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CAS
> 32*diff(y(1), 1$2) - 8*diff(y(1), )+113*y(t) = O;

d- d o
EE(F}'“}]_E(EF“J]Jr113}'{”'[]

> dsolve({32*diff(y(t), t$2) - 8*diff(y(t), )+113*y(t) = 0,
y(0) = -3, D(y)(0) = 32}, y(1)):

. 5 . _ 3
y(t)=-3 el Cﬂﬂ(% :]+ gll/s1) sm(% r]
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Physikalische Anwendungen
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Das Federpendel

136



Riicktreibende Kraft proportional zur Auslenkung
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Riicktreibende Kraft proportional zur Auslenkung

m yT(t) ="- k - y(Tt)

Masse Begchleunigung Federkonstante Ayglenkung
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Riicktreibende Kraft proportional zur Auslenkung

m y”T(t) = - k - y(Tt)
Masse Begchleunigung Federkonstante Ayglenkung

139



140



my// _ky
my” +ky=0
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my// _ky
my” +ky=0

b? — 4ac =

142



my// _ky
my” +ky=0

b2—4ac=0—4mk

143



my” = —ky
my” +ky=0

b* —4ac=0-4mk <0 = Dritter Fall
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my” = —ky
my” +ky=0

b* —4ac=0-4mk <0 = Dritter Fall

_—b _
'O_Za_o

Vaac—b* _ Jamk _ /ﬁ
m

2a  2m

) =
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my” = —ky
my” +ky=0
b* —4ac=0-4mk <0 = Dritter Fall

p=32=0

\/4ac b* _W \/7

W =

y(t)=e” (Asin(a)t) + Bcos(a)t))
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my” = —ky
my” +ky=0
b* —4ac=0-4mk <0 = Dritter Fall

v 4ac—b? \/4m
2a - \/

) =

y(t)=e” (Asin(a)t) + Bcos(a)t))

In unserem Fall:

y(1)=¢ (Asm(\/%t)+Bcos(\/%t))

=] 147



Federpendel

y(1)= Asin(\/%t)+ Bcos(\/%t)
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Federpendel

y(1)= Asin(\/%t)+ Bcos(\/%t)

Beispiel: m=0.15 kg k=42 5—42 —

y(0)=0.0354 m y'(0)=0.4 1
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Federpendel

y(1)= Asin(\/%t)+ Bcos(\/%t)

Beispiel: m=0.15 kg k=42 %=42 —=

y(0)=0.0354 m y'(0)=0.4 1

y(2) = 0.02395sin(16.7332¢) + 0.0354 cos (16.73321)

150



Federpendel

y() = 0.0239sin(16.7332¢) + 0.0354 cos (16.7332¢)
y(#)=0.0427sin(16.7332¢ +0.9769)

A

A

i
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‘ Amplitude \

y(#)=0.0427sin(16.7332¢ + 0.9769)
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‘ Amplitude \

y(#) =0.04275in(16.7332¢ +0.9769)

[Rwireuer]

Kreisfrequenz

\ |

i
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‘ Amplitude \

y(#) =0.04275in(16.7332¢ +0.9769)
4

Kreisfrequenz

) =2m- /
T T
Kreisfrequenz Frequenz
Winkel pro Sekunde Schwingungen

pro Sekunde

Frequenz f = £ = 167332 _ 3 66317 é

2T 2T

Periodenlange (Wellenldnge) T' = 21— ().37549 s

)
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y(1)=0.0427sin(16.7332¢ + 0.9769)
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Gedampfte Schwingung: Bremswirkung durch Reibung

m - y”T(f) =— k- y(Tt) - p - y’T(f)
Masse Beschleunigung Federkonstante aglenkung Reibungskoeffizient Geschwindigkeit
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Gedidmpfte Schwingung: Bremswirkung durch Reibung

m - y”T(t) =— k- y(Tt) - p - y’y)
Masse Beschleunigung Federkonstante aglenkung Reibungskoeffizient Geschwindigkeit

Vorsicht: verschiedene Bedeutung von p
Physik: p = Reibungskoeffizient

=b
2a

Mathematik: p=
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Gedampfte Schwingung: Bremswirkung durch Reibung

m - y”T(f) =— k- y(Tt) - p - y’T(f)
Masse Beschleunigung Federkonstante aglenkung Reibungskoeffizient Geschwindigkeit
my” =—ky — py’

158



Gedidmpfte Schwingung: Bremswirkung durch Reibung

m - y”T(t) =— k- y(Tt) - p - y’y)
Masse Beschleunigung Federkonstante aglenkung Reibungskoeffizient Geschwindigkeit
my” =—ky — py’

my” + py’ +ky =0
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Gedidmpfte Schwingung: Bremswirkung durch Reibung

m - y”T(f) =— k- y(Tt) - p - y’y)
Masse Beschleunigung Federkonstante aglenkung Reibungskoeffizient Geschwindigkeit
my” =—ky — py’

my” + py’ +ky =0

(>0 ?

b> —4ac=p> —4mki=0 ?  Drei Fille moglich

\<O ?
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Bremswirkung durch Luftreibung
m=0.15 kg p=0.1-% k=42 Noyp €

y(0)=0.0354 m v(0)=0.4 1

S
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Bremswirkung durch Luftreibung
m=0.15 kg p=0.1-% k=42 Noyp €

y(0)=0.0354 m v(0)=0.4 1

S

b> —4ac=p* —4mk=-25.19<0 Dritter Fall
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Bremswirkung durch Luftreibung
m=0.15 kg p=0.1-% k=42 Noyp €

y(0)=0.0354 m v(0)=0.4 1

S

b> —4ac=p* —4mk=-25.19<0 Dritter Fall

_1
y(1)=¢"3' (0.024595in(16.7299¢ )+ 0.0354 cos (16.7299¢))

_1
y(t)= e T3t 10.04237 - 5in(16.7299¢ + 0.9514)
Déampfung Schwivngung
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Bremswirkung durch Luftreibung
_1
y(t)= e ¢3t .0.04237 - 5in(16.7299¢ + 0.9514)

Déampfung Schwivngung

0.04‘”
0.027

| M n nul\vnvl\uﬂvﬂvl\vn\fl\vnvnvf\vn\,';,nv.\vavw

000000
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StoBdampfter: Grol3e Reibung
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StoBdampfter: Grol3e Reibung

b* —4ac=p* —4mk>0 = Erster Fall
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StoBdampfter: Grol3e Reibung

b* —4ac=p* —4mk>0 = Erster Fall

y(t)= Aeh! 4 Bet!
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StoBdampfter: Grol3e Reibung

b* —4ac=p* —4mk>0 = Erster Fall
y(t)= Aeh! 4 Bet!

m=0.15 kg p=6 % k=42 N=yp X

y(0)=0m y'(0)=0.4 It (StoB aus Ruhelage)
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StoBdampfter: Grol3e Reibung

b* —4ac=p* —4mk>0 = Erster Fall
y(t)= Aeh! 4 Bet!

m=0.15 kg p=6 % k=42 N=yp X

y(0)=0m y'(0)=0.4 It (StoB aus Ruhelage)

y(1)=0.01826¢™>0434 _ 0 01826¢ 309244
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StoBdampfter: Grol3e Reibung

¥(1) = 0.018266 79045541 _ () 0180630954451
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