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1 Wasserhahn

Wasserhahn

Funktion mehrerer Variablen?

Bearbeitung

Funktion zweier Variablen. Wir konnen die Wassertemperatur und die Stirke des Was-
serstrahls einstellen.

2 Rechtecksumfang
Ein Rechteck mit der Linge x und der Breite y hat den Umfang f (x, y) =2x+2y.

a) Skizzieren Sie die Niveaulinien dieser Funktion.

b) Machen Sie sich ein anschauliches Bild des Funktionsgraphen.

Ergebnis
a)

107 §
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3 Funktionsgraph

Skizzieren Sie den Funktionsgraphen von f ( X, y) = \/xz + y2 .

a) Niveaulinien

b) Ansicht
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Ergebnis
a) konzentrische Kreise mit gleichen Abstinden

b) Kegel
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4 Gerade und ungerade Funktionen zweier Variablen
Eine gerade Funktion zweier Variablen erfiillt folgende Bedingung:

f(_X,_y) = f(x’y)
Eine ungerade Funktion zweier Variablen erfiillt folgende Bedingung:

fl=x=y)==f(x.y)

Beispiele? Welche Symmetrieeigenschaften haben die Graphen gerader beziehungswei-
se ungerader Funktionen?

Bearbeitung
Gerade Funktionen: Der Graph kann um die z-Achse um 180° gedreht werden.

Beispiel: f(x,y)= x>+ 3xy—4y*

f(x,y) = sin(x)sin(y)
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Ungerade Funktionen: Der Graph kann am Ursprung gespiegelt werden.

Beispiel: f(x,y)= 3y -0 + 4y

Flxy)=x"+3x%y =T + 4y
Beispiel: f(x,y)=sin(x)cos(y)

f(x,y) = sin(x)cos(y)
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5 Niveaulinien

Skizzieren Sie die Niveaulinien von f(x,y)= cos(x)cos(y) fiir die Niveaux -1,-0.5,0,
05,1.
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Niveaulinien von f(x,y)= cos(x)cos(y)
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Ergebnis
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Niveaulinien von f(x,y)= cos(x)cos(y)
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Ansicht von f(x,y)=cos(x)cos(y)
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6 Niveaulinien
Skizzieren Sie die Niveaulinien von f(s,t)=sin(s)sin(z) fiir die Niveaux -1, -0.5, 0,
05,1.
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Niveaulinien von f(s,t)=sin(s)sin(?)

Ergebnis
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Niveaulinien von f(s,t)=sin(s)sin(¢)
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Ansicht von f(s,t)=sin(s)sin(?)
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7 Niveaulinien

10

Skizzieren Sie die Niveaulinien von f(x,y)= cos(xy) fiir die Niveaux -1, -0.5, 0, 0.5,

1.
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Niveaulinien von f(x,y)= cos(xy)
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Ansicht von f(x,y)= cos(xy)
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8 Niveaulinien

12

Skizzieren Sie die Niveaulinien von f(x,y)=cos(x+y) fiir die Niveaux -1, -0.5, 0,

0.5, 1.
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Niveaulinien von f(x,y)=cos(x+y)
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Hans Walser

Ergebnis

N\

Niveaulinien von f(x,y)=cos(x+y)

icht von f(x,y)=cos(x+)

Ans
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9 Niveaulinien

14

Skizzieren Sie die Niveaulinien von f(x,y)= cos(x)+ cos(y) fiir die Niveaux -2, -1,0,

1,2.
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Niveaulinien von f(x,y)= cos(x)+ cos(y)
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Ergebnis

Ansichtvon f(x,y)=cos(x)+ cos(y)

10 Kugel
Warum kann eine Kugel nicht durch eine Funktion z = f(x,y) beschrieben werden?

Ergebnis
Keine eindeutig definierte Funktion.

15
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11 Halbkugel

Die Grafik zeigt eine Halbkugel mit Radius 1 und dem Koordinatennullpunkt als Zent-
rum.

a) Gesucht ist eine Beschreibung dieser Halbkugel durch ein Funktion z = f (x,y) .
b) Gesucht ist die Gleichung der Tangentialebene, welche die durch z= f(x,y) gege-
.. . 12 12 ..
bene Fliache im Punkt (§ 5 f (§ ,5)) beriihrt.

Halbkugel

Ergebnis
a) z= f(x,y)=1-x" -y

b) z=g(x.y)=2-1x-y

Bearbeitung
a) Aus der Kugelgleichung X2+ y2 +22=1 folgt durch Auflésen nach z zunéchst:

zzisll—xz—yz

Fiir die obere Halbkugel ist das Pluszeichen zu nehmen.

b) Zunichst ist f (% ,%) = % . Weiter erhalten wir die partiellen Ableitungen:

fx(x,y)= 2\/1:)2C§_y2 - \/1—;;—y2 = fx(%’%):_%

-2 —
fy(x,y)Z 2\/1—x§]—y2 - \/l_xzy_yz = fy(%’%):_l

Somit ergibt sich fiir die gesuchte Tangentialebene:
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W

z=g(xy)=5-%x-y
12 Halbkugel

Die Grafik zeigt eine Halbkugel mit Radius 1 und dem Koordinatennullpunkt als Zent-
rum. Gesucht ist eine Beschreibung dieser Halbkugel durch ein Funktion z= f(r,¢),
wobei r und ¢ die Polarkoordinaten in der x,y-Ebene sind.

q
'S

Halbkugel
Ergebnis

z=f(r,9)=V1- r? (¢ ist wegen Rotationssymmetrie belanglos)

13 Partielle Ableitungen
Gesucht sind jeweils f,, fy, fry» fyx

a) f(x,y)=rcos(x)cos(y) b) f(x,y)=sin(x)y

Ergebnis
a)
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2y
_ cos(x)

fxy (X,y) - ﬁ

_ cos(x)

fyx(x’y)_ 2\/;

14 Partielle Ableitungen
f(x,y)=cos(x)sin(y)

Bei welchen mehrfachen (und allenfalls gemischten) partiellen Ableitungen tritt als Re-
sultat zum ersten Mal wieder genau der Term cos(x)sin(y) auf?

Ergebnis:
- (x,y) = cos(x)sin(y) N (x,y) = cos(x)sin(y) N (x,y) = cos(x)sin(y)

15 Partielle Ableitungen
f(x,y,,8) = cos(wx)sin(y)

Gesuchtsind: f, £y, fo, fo: fo-

Ergebnis:
f = —wsin(wx)sin(dy), fy= ¥ cos(wx)cos(Ddy), f, =—xsin(wx)sin(dy),
fg = ycos(wx)cos(dy) , f, =0

16 Partielle Ableitungen, Rechenbeispiele
f(a.b)=a" . Gesucht sind: f,y. fup- fob

Ergebnis:
- - - 2
faa =b(b- l)ab 2, Jap = ab! +bln(a)ab L Job = (ln(a)) a’ .

17 Tangentialebene

Es sei f(x, y) =x>- 3xy2 . Gesucht ist die Gleichung der Tangentialebene, welche die
durch z= f(x,y) gegebene Fliche im Punkt (1,2, f(1,2)) beriihrt.
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Ergebnis
g(x.y)

22-9x—-12y

Bearbeitung

Zunichst ist f (1,2) =—11. Ferner ist:

fx(l’z) =9

=

_3y

3x2

fe(x,y)

-12

2

(1

Jy

=

Fiir die Tangentialebene gilt:

+ fy(l’z)(y_ 2)

)

1
~11-9(x—1)-12(y-2

2)+ £ (1,2)(x -

(1,

f

)

g(x,y

22-9x—-12y

)

Das Bild zeigt die Flidche (rot) und die Tangentialebene (blau) sowie den Beriihrungs-

punkt (gelb). Die Figur ist unterhoht gezeichnet.
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Situation
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18 Tangentialebene
Es sei f(x,y)=cos(x)cos(y). Gesucht ist die Gleichung der Tangentialebene, welche

die durch z= f(x,y) gegebene Fliche im Punkt (%,%,f(%,%)) beriihrt.

Ergebnis
glry) =22 (x_z) Loy _x)

Bearbeitung

Zuniichst ist f (% ,%) _i2 . Ferner ist:

4
filry)=-sin(x)eos(y) = f(EE)=-2
fy(x,y)z—cos(x)sin(y) = fy(%,%)=—§

Fiir die Tangentialebene gilt:

()= £(55)+ £(35)x- %)+ 5(5:5)0-3)

=P (1)

Das Bild zeigt die Fliche (rot) und die Tangentialebene (blau) sowie den Beriihrungs-

punkt.

0

Situation

19 Kettenregel

Essei f(x,y)=x?+y? und weiter: x(r)=cos(t), y(¢)=sin(z)
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.o d . .
Berechnen Sie 4/ auf zwei verschiedene Arten.

dr
Ergebnis
df _
47 =0

Erster Losungsweg
Mit Kettenregel:

21

4f _ofdx Jfdy_ 2x(—sin(t))+ 2ycos(t) = 2cos(r)(—sin())+ 2sin(t)cos(¢) =0

dt ~ dx dt = dy dt

Zweiter LOsungsweg
Funktion direkt als Funktion von ¢ schreiben, dann ableiten:

£ ()= £ (x(1).9(0)) = (cos(1))" + (sin()) =1

Ableitung einer konstanten Funktion ist Null.

20 Kettenregel

Es sei f(x,y) = xy2 und weiter: x(u,v) =u’ - 3uv? , y(u,v) = 3u’v—y>
Berechnen Sie g—]up auf zwei verschiedene Arten.

Ergebnis

3_5 = 63u6v2 — 165u4v4 + 57u2v6 — 3v8

Erster Losungsweg
Mit Kettenregel:

U 9 gx, I
du Jdxdu Jdydu

= y2 (3u2 — 3v2)+ 2xy6uv

2
= (3u2v— v3) (3u2 - 3v2)+ 2(u3 — 3uv2)(3u2v — v3)6uv
= 63uév2 - 165u4v4 + 57uzv6 - 3v8

Zweiter LOsungsweg
Funktion direkt als Funktion von u,v schreiben, dann ableiten:
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flu)=f(x(ur).y(u.v)

= x(uv)(y(uv))’

= (- 32 ) (3u%v =)

9u’v? = 33u”v* + 19430 — 38

Partielle Ableitung nach u ergibt:

2

3—5 = 63u6v2 — 165u4v4 + 57u2v6 — 3v8

21 Gradient
a) grad(3x2 —7y) b) grad(21x2y) 9) grad(xy) d) grad(ax+by)

Ergebnis

a) grad(3x2 - 7y) = [fﬂ

42 xy
21x2

!
c) grad(xy) = llj(x)xy}

a
d) grad(ax+by)= {b}

b) grad(21x2y) :{

22 Nabla-Operator
a) Es sei f (x, y) eine Funktion von zwei Variablen und A € R . Wie ldsst sich V(ﬂ, | )
umformen?

b) Es seien f (x, y) und g(x, y) Funktionen von zwei Variablen. Wie lésst sich V( fg)
umformen?

Ergebnis
a) V(Af)=AVf
b) V(fg)=(Vf)g+ Vg

Es gelten Regeln wie beim gewdhnlichen Ableiten.



