Modul 113 Funktionen mehrerer Variablen



Warum Funktionen mehrerer Variablen?

X

Rechtecksflidche = f(x,y)=xy



Warum Funktionen mehrerer Variablen?

Raumtemperatur =T (x, V.2 )



y=f(x)




z2=f(x,y)

A\

J (X0, ¥o)

(X0 Yo)



Beispiel :

Ansicht



Beispiel:  f(x,y)=x+y*

Von vorne



Beispiel:  f(x,y)= x4 y?

Von vorne Von oben



Beispiel:  f(x,y)=x+y*

x-Linie



Beispiel:  f(x,y)=x+y*

x-Linie

2
1)_ .2 l) _ 2,1
f(x,z)—x —I—(2 =X +4



Beispiel :

flxy)=x®+y7

x-Linie

Netzlinien

/
X
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Niveaulinien

ooooooo



Niveaulinien




Niveaulinien




Beispiel:  f(x,y)=x>+y

Ansicht

Niveaulinien
1n Ansicht
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Beispiel:  f(x,y)= x4 y?

Rotationsparaboloid
in Ansicht

Niveaulinien
1n Ansicht
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Beispiel:  f(x,y)= x4 y?

Rotationsparaboloid
in Ansicht

,,Meridiane*:
Parabeln

,,Breitenkreise*:
Niveaulinien
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Beispiel:  f(x,y)= X2 4y

Von vorne

Von oben
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f(xay)zl_x_y
Lineare Funktion in x und y

<

SR
x0T

OO
QOO

Ansicht
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f(xay)zl_x_y
Lineare Funktion in x und y

<

oo

K

s OO
KRN
SO
QR
oy
W

Q
QUK
% Q
o
¥

Ansicht

Da siehste nicht viel

20



f(xay)zl_x_y
Lineare Funktion in x und y

<

OO
xR0

OO
5
0y

XK
0"’0
\

Ansicht

Niveaulinien
1n Ansicht
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f(xay)zl_x_y
Lineare Funktion in x und y

Y

\

Niveaulinien

Niveaulinien
1n Ansicht
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Sattelflache

23



Von vorne

f(x,y)=xy

Y

Problem der
Tiefenwirkung
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Von vorne

f(x,y)=xy

Von oben
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Niveaulinien

f(x,y)=xy

Von oben
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Niveaulinien

f(x,y)=xy

Niveau c:
flxy)=xy=c
y=< Hyperbeln

X
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Niveaulinien

f(x,y)=xy

Niveau c:

f(x,y)=xy=c

<
X

y= Hyperbeln

Niveau Null:

f(x,y)=xy=0
x=0 oder y=0

Achsen
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f(x,y) = x3 — 3xy2

29



f(xy)=x" = 3xy”

Wo ist das Niveau Null?

30



f(xy)=x" = 3xy”

Wo ist das Niveau Null?

x3—3xy2=0

31



f(xy)=x" = 3xy”

Wo ist das Niveau Null?

x3—3xy2 =0
x(x2—3y2):O

32



f(xy)=x" = 3xy”

Wo ist das Niveau Null?

X — 3xy2 =0
x(x2 — 3y2) =0
Erste Losung: x=0 (y-Achse)
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f(xy)=x" = 3xy”

Wo ist das Niveau Null?

X — 3xy2 =0
x(x2 — 3y2) =0
Erste Losung: x=0 (y-Achse)

Weitere Losungen:

x2—3y2=0

34



f(xy)=x" = 3xy”

Wo ist das Niveau Null?

x> - 3xy2 =0

x(x2 — 3y2) =0
Erste Losung: x=0 (y-Achse)
Weitere Losungen:

X2 — 3y2 =0

2 _ 1.2
y =34

35



f(xy)=x" = 3xy”

Wo ist das Niveau Null?

X — 3xy2 =0
x(x2 — 3y2) =0
Erste Losung: x=0 (y-Achse)

Weitere Losungen:

x2—3y2=0

2 1.2

y =3X

y:iix
J3

36



f(xy)=x" = 3xy”

Wo ist das Niveau Null?

X — 3xy2 =0
x(x2 — 3y2) =0
Erste Losung: x=0 (y-Achse)

Weitere Losungen:

X2 — 3y2 =0
2 _ 1.2
y 3 X
1 . . 1
=+—— Geraden mit St + ——
y N X mit Steigung 75
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flxy)=x’=3xy?

Tal

Berg

Berg

Tal

Berg Warum 1st

hier ein Berg?

Tal

Nullniveaus
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Affensattel

40



Berg

Berg x

Berg

41



Ableitung bei mehreren Variablen. Partielle Ableitungen

42



Lokale Linearisierung bei einer Variablen

f(x) = f(x0) + f"(x0)(x = x0)

43



Analog:
f(x.9)= f(x0.50)+a(x=x0)+b(y =)
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Analog:
f(x.9)= f(x0.50)+a(x=x0)+b(y =)

Trick: y = yqy setzen und einfrieren
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Analog:
f(x.9)= f(x0.50)+a(x=x0)+b(y =)

Trick: y = yqy setzen und einfrieren

Fle0)= (o) =)+ D)



Analog:
f(x.9)= f(x0.50)+a(x=x0)+b(y =)

Trick: y = yqy setzen und einfrieren

Fle0)= (o) =)+ D)

Hangt nur von x ab



Analog:
f(x.9)= f(x0.50)+a(x=x0)+b(y =)

Trick: y = yqy setzen und einfrieren

Fle0)= (o) =)+ D)

Héngt nur von x ab

a = Ableitung von f (x, yo) beziiglich x an der Stelle (xo, y())



Analog:
f(x.9)= f(x0.50)+a(x=x0)+b(y =)

Trick: y = yqy setzen und einfrieren

Fle0)= (o) =)+ D)

Héngt nur von x ab

a = Ableitung von f (x, yo) beziiglich x an der Stelle (xo, y())

8 . fxay —f.X 5 Y
a:fx(xo,yo):&—i(xo’yo):xgn; ( O)Z_X(f 0 0)
0
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Partielle Ableitung nach x:

Ix (xOv)’O) =

of

ox

(XO » Y0 ) = lim
X—>X

(x50 )=f(x0.3)

X—XO

Ableitung in x-Richtung

Steigung einer x-Linie
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Partielle Ableitung nach x:

(x50 )=f(%0-30)

X—XO

d :
fx(XanO)za—ﬁ(Xo,YOF lim

t f o

Schreibweise || Schreibweise
Newton Leibniz
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Partielle Ableitung nach x:

J f(x’yO )_f(xO ’yO)

Jx (xOvYO) = O—;_i:(x(),y()) = lim

X—> X X0

Ableitung in x-Richtung

Steigung einer x-Linie

Partielle Ableitung nach y:
f(XO ’Y)_f(xO ’yO)

_9f _
fY(XO’yO)_&_('xO’yO)_ygn;o Y=Yo

Ableitung in y-Richtung

Steigung einer y-Linie
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Beispiel:  f(x,y)= x* + y2

felxy) =2 (x.y) = 2x

f(x,Y)z f(xo,y0)+2x0 (x—x0)+2y0(y—y0)

53



Beispiel :

flxy)=x+y*

£(3.02,7.1) =2
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Beispiel:  f(x,y)=x*+y>  f(3.02,7.1)=?

Exakt
£(3.02,7.1)=3.02* + 7.1> = 59.5304
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Beispiel:  f(x,y)=x*+y>  f(3.02,7.1)=?

Exakt
£(3.02,7.1)=3.02* + 7.1> = 59.5304

Approximativ

JF(x,y) = f(x0:y0) +2x0(x —x0) + 2y (y = ¥o)
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Beispiel:  f(x,y)=x*+y>  f(3.02,7.1)=?

Exakt
£(3.02,7.1)=3.02* + 7.1> = 59.5304

Approximativ

JF(x,y) = f(x0:y0) +2x0(x —x0) + 2y (y = ¥o)

£(3.02,7.1)=3*+7*+2-3-0.02+2-7-0.1

57



Beispiel:  f(x,y)=x*+y>  f(3.02,7.1)=?

Exakt
£(3.02,7.1)=3.02* + 7.1> = 59.5304

Approximativ

JF(x,y) = f(x0:y0) +2x0(x —x0) + 2y (y = ¥o)

£(3.02,7.1)=3*+7*+2-3-0.02+2-7-0.1
=9+49+0.12+1.4=59.52
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Tangentialebene

59



Erinnerung :

Tangente an Funktionskurve
g(x) = f(xg)+ f'(x0)(x —xp)
Jx)

g(x)

60



Erinnerung :

Tangente an Funktionskurve

g(x) = f(xg)+ f(xp)(x—xp)

Analogie: Tangentialebene

g(x,y) = f(x0,¥0) + f(x0,¥0)(x = x0) + f,, (X0, Y0)(y = ¥o)

61



fley)=x"+y*
Tangentialebene an der Stelle (0.6,0.8)

62



fley)=x"+y*
Tangentialebene an der Stelle (0.6,0.8)
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fxy)=x*+y°
Tangentialebene an der Stelle (0.6,0.8)
g(x,y) = f(x0,¥0) + fx(x0,¥0)(x = x0) + f, (X0, Y0) (¥ = ¥o)
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fley)=x"+y*

Tangentialebene an der Stelle (0.6,0.8)
g(x,y) = f(x0,¥0) + fx(x0,¥0)(x = x0) + f, (X0, Y0) (¥ = ¥o)
g(x,y)=f(0.6,0.8)+2-0.6(x—0.6)+2-0.8(y —0.8)

o /

0.36+0.64=1
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fley)=x"+y*

Tangentialebene an der Stelle (0.6,0.8)
g(x,y) = f(x0,¥0) + fx(x0,¥0)(x = x0) + f, (X0, Y0) (¥ = ¥o)
g(x,y)=f(0.6,0.8)+2-0.6(x—0.6)+2-0.8(y —0.8)

o /

0.36+0.64=1

g(x,y)=1+12x-0.72+1.6y-1.28=-1+1.2x+1.6y
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flxy)=x"+y"
Tangentialebene an der Stelle (0.6,0.8)

\\\\QW' 777
NN
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%
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Hohere partielle Ableitungen

P
P ox?
_ S
fxy ~ dxdy
_ S

fyy 9.2
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fxy)=x*y’

69
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[ (x,y)
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fo(xy)=12x"y’
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flay)=xty’
fo(xy)=4x>y" £ (xy)=Tx*y°
falxy)=12x%y" £ (xy)=28x"y" £, (x.y)=42x"y>

N

Faa(5y)=24xy" fro(r,y)=84x%y" £ (x,y)=168x"y>  f, (x,y)=210x"y"

77



AY Differenzial

Ax = dx

Echte Abweichung: Ay = f ’(xo) dx
Differenzial: dy=f ’(xo) dx

78



Differenzial: dy=f ’(xo) dx

Ubergang zur Kettenregel: y= f (x(t))

79



Analogie, Kettenregel

Af = f(x,y)= f(x0.50) = fx (x0.30) (x=x0) + £y, (x0.30) (y=y0) +7(x.)

%r_/ HK_J
dx oder Ax dy oder Ay  Rest
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Analogie, Kettenregel

Af = f(x,y)= f(x0.50) = fx (x0.30) (x=x0) + £y, (x0.30) (y=y0) +7(x.)

%/_/ H/_J
dx oder Ax dy oder Ay  Rest

Tangentialebene

g(x,y) = f(x0,¥0) + f(x0,¥0)(x = x0) + f,, (X0, Y0)(y = ¥o)

81



Analogie, Kettenregel

Af = f(x,y)= f(x0.50) = fx (x0.30) (x=x0) + £y, (x0.30) (y=y0) +7(x.)

%r_/ HK_J
dx oder Ax dy oder Ay  Rest

Echte Abweichung: Af = f, dx+ Iy dy
Differenzial: df = fy dx+ fy dy
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Analogie, Kettenregel

Af = f(x,y)= f(x0.50) = fx (x0.30) (x=x0) + £y, (x0.30) (y=y0) +7(x.)

dx oder Ax dy oder Ay Rest
Echte Abweichung: Af = f, dx+ Iy dy
Differenzial: df = fy dx+ fy dy

Ubergang zu Kettenregel: f (x(t), y(t))
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Analogie, Kettenregel

Af = f(x,y)= f(x0.50) = fx (x0.30) (x=x0) + £y, (x0.30) (y=y0) +7(x.)

dx oder Ax dy oder Ay Rest
Echte Abweichung: Af = f, dx+ Iy dy
Differenzial: df = fy dx+ fy dy

Ubergang zu Kettenregel: f (x(t), y(t))
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Analogie, Kettenregel

Af = f(x,y)= f(x0.50) = fx (x0.30) (x=x0) + £y, (x0.30) (y=y0) +7(x.)

dx oder Ax dy oder Ay Rest
Echte Abweichung: Af = f, dx+ Iy dy
Differenzial: df = fy dx+ fy dy

Ubergang zu Kettenregel: f (x(t), y(t))

4 _ o dx dy
v-Ixath g

df _ o dv, O dy
dt  ox dr  dy dr
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Analogie, Kettenregel

Af = f(x,y)= f(x0.50) = fx (x0.30) (x=x0) + £y, (x0.30) (y=y0) +7(x.)

dx oder Ax dy oder Ay Rest
Echte Abweichung: Af = fy dx+ f, dy
Differenzial: df = fy dx+ f, dy

Ubergang zu Kettenregel: f(x(t),y(t))

dx dy
vt h

_9f dx I dy
dt  ox dr  dy dr
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Beispiel:

d _ o dx dy
v ath

fxy)=xy"
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Beispiel:

d _ o dx dy
v ath

flay)=x’ = fo=y" f,=2xy

3t

x(t) =€ y(t) = tan(t)

88



Beispiel:

89



Beispiel:

flay)=x’ = fo=y" f,=2xy
x(t) = y(t) = tan(t)

d
ar =3 = e

90



Beispiel:  f(xy)=x" = fi=y", f,=2xy

ar =g+ fy g = (tan())"3e% + 2% tan(r) (cos(1))

91



d dy 2
d_j; = f. %"'fy d_\t = (tan(t)) e +2e7 tan(t)

Direkt: f()=e (tan(t))2

1

(cos(r))2
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% = f. %"'fy = (tan(t))2 e +2e7 tan(t)

Direkt: f()=e (tan(t))2

% _ 3e3t (tan(t))2 4 e3t2tan(t)(costt))2

93



Richtungsableitung
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Niveaulinien

/,
I

In welcher Richtung ist es am steilsten?
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Niveaulinien

N

In welcher Richtung ist es am steilsten?
Auf der Karte?

I
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Niveaulinien

N

In welcher Richtung ist es am steilsten?
Auf der Karte? — Im Geldnde?

I
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Spezielle Richtungen

fe =2 Ableitung in x-Richtung,

Steigung einer x-Linie

fy == Ableitung in y-Richtung,

Steigung einer y-Linie
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Spezielle Richtungen

fi= g—i Ableitung in x-Richtung,

Steigung einer x-Linie

fy ==, Ableitung in y-Richtung,

Steigung einer y-Linie

Wie steil st es schriag zu diesen Richtungen?

A

Auf die Karte bezogen
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y-Richtung

>

Schrige Richtunz

>
x-Richtung
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>
x-Richtung

chtung

<
Sun)yony-«
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Beliebige Richtung 7
(auf die Karte bezogen)

x:o x(t) = xq +tcos(a)
y(t)=yo +tsin()

102



Ableitung von f(x,y) an der Stelle (x,,y,) in Richtung 7

£ (xq + teos(@), yo + tsin(e))

J/

A4

x(1) y(1)

als Funktion von ¢ auffassen und mit Kettenregel nach ¢ ableiten

d f(xg+tcos(a),yg + tsin(@))

dt
= fx%(xo +tcos(ar)) + fy%(yo + tsin(@))

cos(o) sin(c)

= fycos(a) + f sin()

103
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Beispiel:  f(x,y)=xy

Ableiten an der Stelle

(x0,¥0) = (L1)
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Beispiel :

f(x,y)=xy

T
0.5 1

T
1.5

f(x,y)=xy
fx=Y
fy=x

Ableiten an der Stelle
(x0,¥0)=(L1)

Rechtwinklig zu den Hohenlinien, steilster Anstieg, o = 45°

107



Beispiel:  f(x,y)=xy

f(x,y)=xy
fx=Y
fy=x

Ableiten an der Stelle
0?5 1I 1?5 X (-x(),y()) — (191)

Rechtwinklig zu den Hohenlinien, steiister Anstieg, = 45°

‘ Im Gelinde ‘ 108




Beispiel:  f(x,y)=xy

f(x,y)=xy
fx=Y
fy=x

Ableiten an der Stelle
0?5 1I 1?5 X (-x(),y()) — (191)

Rechtwinklig zu den Hohenlinien, steiister Anstieg, i 45°

‘ Im Gelédnde “ auf Karte bezogen




2L (x0.50) = fu(x0.30) - cos(at) + fy(x0,30)- sin(@)

Yo X0

110



p :
8—5_;()60,)7()) — fx (xoaYOz'COS(OCny (xo,y()}-Sln(OC)

Yo X0

d o i °
3_;()60&0): Yo - c0s(45°) + xq -sin(45°)
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p :
8—5_;()60,)7()) — fx (xoaYOz'COS(OCny (xo,y()}-Sln(OC)

Yo X0

d o i °
3_;()60&0): Yo - c0s(45°) + xq -sin(45°)

|Q.:
~
/
\:—*

[
N—

|l
[a—
®

Qo

0]
/

45°)+1-sin(45°) = J2
2 2
2 2
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Beispiel :

f(x,y)=xy

T
0.5 1

T
1.5

f(x,y)=xy
fx=Y
fy=x

Ableiten an der Stelle
(x0,¥0)=(L1)

In Richtung der Hohenlinie, kein Anstieg, or = — 45°
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Beispiel:  f(x,y)=xy

f(x,y)=xy
fx=Y
fy=x

Ableiten an der Stelle
0?5 1I 1?5 X (-x(),y()) — (191)

In Richtung der Hohenlinie, kiin Anstieg, o = — 45°

Im Gelande ‘ 114




Beispiel:  f(x,y)=xy

f(x,y)=xy
fx=Y
fy=x

Ableiten an der Stelle
0?5 1I 1?5 X (-x(),y()) — (191)

In Richtung der Hohenlinie, kiin Anstieg, o = s 45°

Im Gelande “ auf Karte bezogen ‘ 115




p :
8—5_;()60,)7()) — fx (xoaYOz'COS(OCny (xo,y()}-Sln(OC)

Yo X0

0 o ~ o
3—{_:(x0,yo) = yp - cos(—45°) + x - sin(—45°)

2L(1.1) = 1-cos(~45°) + 1 sin(~45°) = 0

4

e 2
2

2
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Erinnerung: Skalarprodukt
a . | b
ap by

5173 = albl + Clzbz

db = | ‘l;‘ cos(y)
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Erinnerung: Skalarprodukt
a . | b
ay by

ZiE = albl + Clzbz

db = |d| ‘l;‘ cos(y)

g—]’; = fy-cos(a)+ f, -sin(a)

118



Erinnerung: Skalarprodukt
a . | b
ay by

ZiE = albl + d2b2

db = |d| ‘l;‘ cos(y)

9 f.-cos(ax)+ f,-sin(er) = U‘j [:j((g))}
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Erinnerung: Skalarprodukt
a . | b
ay by

b = a,b; + a,b,

3—£=fx-cos<a>+fy.sin(a>=[§j[“’f’s(“)}

120



Der Gradient

Funktion:  f(x,y)

]

Gradient:  grad ( f ) (xo )0 ) = {

Der Gradient 1st ein Vektor
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Erinnerung: Skalarprodukt
a . | b
ay by

ZiE = albl + 612192

db = |d| ‘l;‘ cos(y)

9 - -cos(or) + £, -sin(er) = |:fx:| [cos(a))}

*
Gradient | 7 122




Erinnerung: Skalarprodukt
a . | b
ay by

ZiE = albl + a2b2

db = |d| ‘15‘ cos(y)

cos(or)

L= fy-cos(@)+ fy -sin(0) = [fx“

*
Gradient | 7 123
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% = arad()-7 = erad ()]} -cos(7)

_ _ af o
y=0 = cos(}/) =1 = > maximal

Der Gradient hat die Richtung des steilsten Anstieges
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% = arad()-7 = erad ()]} -cos(7)

_ _ af o
y=0 = cos(}/) =1 = > maximal

Der Gradient hat die Richtung des steilsten Anstieges

?

‘ Auf der Karte ‘
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% = arad()-7 = erad ()]} -cos(7)

_ _ af o
y=0 = cos(}/) =1 = > maximal

Der Gradient hat die Richtung des steilsten Anstieges

t t

‘ Auf der Karte ‘ ‘ Im Gelinde ‘
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of

ﬁzgrad(f)-?’z‘grad(f)‘-|?|-cos(y)

y=0 = cos(y)=1 = % maximal
0

yzg = cos(y)=0 = a—f_j:O

y=n = cos(y)=-1 = %L minimal

128



\\i

E\ o
=3
e,

Niveaulinien



\\i

\ o
=3
e,
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Beispiel: f(x,y)=xy

Niveaulinien

Gradientenrichtung

131
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Z <



AvAP
A



fr(x.y)
fy (3, x)

X0 =3xy?  grad(f)= {

Beispiel: f (x, y)

—>—= 7 7 1NN N
—~— > = 7/ NN Y~ — o
N S - 5;7.|.\>\
NS~ h . s
Yoo /o
L _ - |
A s 2 :
/o Vo
v - . ~ NN
& e =~ .n_u.\\.l././>
&a— ¢— — NN\ /S =~ —>
—+~~\\ 7/ /s~

)

Ta

"

cr

)

cr

al

722\

Be

%

Gradientenrichtung

Niveaulinien
Affensattel
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Raumtemperatur =T'(x,y,z)
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Raumtemperatur =T (x, V.2 )

Tx
Gradient grad(T) =| T,
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Raumtemperatur =T (x, V.2 )

Tx
Gradient grad(T) = T, Raumvektor
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Raumtemperatur =T (x, V.2 )

Tx
Gradient grad(T) = T, Raumvektor

In Richtung des Gradienten nimmt die Temperatur am stirksten zu.
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Raumtemperatur =T (x, V.2 )

Tx
Gradient grad(T) = T, Raumvektor

In Richtung des Gradienten nimmt die Temperatur am stirksten zu.

Starkster Anstieg der Temperatur.
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Raumtemperatur =T'(x,y,z)

Tx
Gradient grad(T) =| T, Raumvektor

In Richtung des Gradienten nimmt die Temperatur am stirksten zu.

Starkster Anstieg der Temperatur.

Kein geometrischer . . .
Anstieg mehr heif}, ganz heil}, megaheif
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Der Nabla-Operator

nur eine Schreibweise!

symbolischer Vektor
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Der Nabla-Operator

f(x,y) Funktion zweier Variablen
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Der Nabla-Operator

(x3 — 3xy2) =

8(x —3xy

3

i

3

0x

o(x*-30?)

(3x2 32

—6xy
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Der Nabla-Operator

f(x,y,z) Funktion dreier Variablen
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Der Nabla-Operator

T (x, y, z) Funktion dreier Variablen
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Der Nabla-Operator

T (x,y,z) Funktion dreier Variablen

Richtung des stirksten
Temperaturanstieges
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Der Nabla-Operator

T (x,y,z) Funktion dreier Variablen

heif, ganz heiB, megaheifl
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