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1 Warum Funktionen mehrerer Variablen?

Die meisten Funktionen in Naturwissenschaften und Technik hidngen von mehreren
Variablen ab.

1.1 Beispiele
1. Der Flicheninhalt eines Rechteckes hdngt von Léinge und Breite ab.

Rechtecksfliche = f(x,y)= xy

X

Rechtecksflache
2. Die Temperatur in diesem Raum hédngt von allen drei rdumlichen Koordinaten ab,
alsoT (x,y,2) .

1.2 Problem der Darstellung
Eine Funktion einer Variablen, also y= f (x) , kann in einem x,y-Koordinatensystem

dargestellt werden. Der Funktionsgraph ist in der Regel eine Kurvenstiick iiber der x-
Achse.

y =f(x)

Funktion einer Variablen
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Fiir eine Funktion zweier Variablen, also z = f (x, y) , brauchen wir bereits ein rdumli-
ches x,y,z-Koordinatensystem.

Jxo, y0)

X0 Yo

(Xo ’Y())

Raumliches Koordinatensystem

Der Funktionsgraf wird hier zu einem Flidchenstiick iliber der x,y-Ebene. Wie kann das
auf dem Papier dargestellt werden?

Eine Funktion dreier Variablen briduchte zu ihrer grafischen Darstellung einen vierdi-
mensionalen Raum.

Wir studieren im Folgenden die Funktion f (x, y) =x2+ y2 in verschiedenen Darstel-
lungsarten.

1.2.1 Ansicht, Schragbild

f(x,y)= x>+ y?, Schrégbild und Sicht von vorne und von oben
Die hier auftretenden Netzlinien heiflen:
x-Linie: x ist variabel, y ist fest
y-Linie: x ist fest, y ist variabel

In der Sicht von vorne sind die y-Linien in unverzerrt erkennbar (Parabeln).
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1.2.2 Niveaulinien

Niveaulinien (Hohenlinien) sind horizontale Schnitte auf bestimmten Hohen. Sie wer-
den in der x,y-Ebene dargestellt.

Beispiel: f(x,y) =x% + y2
Niveau Null: f(x,y)=x? + y> =0 Genau der Nullpunkt erfiillt diese Bedingung
Niveau Eins: f (x, y) =x2+ y2 =1 Die Niveaulinie ist der Einheitskreis

Niveau Zwei: f(x,y)= X2+ y2 = 2 Die Niveaulinie ist der Kreis mit Radius v/2
Allgemein:

Niveau c: x,y)= x% + y? = ¢ Die Niveaulinie ist der Kreis mit Radius \/Z
y y

N
L/

@

f(x,y)= x> +y?, Niveaulinien fiir die Niveaus 0, 1, ... , 16

Je dichter die Niveaulinien, um so steiler die Flidche. In unserem Beispiel sind alle Ni-
veaulinien Kreise. Das heif3t, dass die Fliche eine Rotationssymmetrie aufweist (Rotati-
onsparaboloid, vgl. Parabolantenne oder Scheinwerferspiegel).
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Die folgende Figur zeigt das Paraboloid mit Niveaulinien fiir die Niveaus 0, 1, ..., 16 in
Schrigbild, Grund- und Aufriss. Im Grundriss sehen wir die Niveaulinien als Kreise, im
Aufriss als dquidistante horizontale Geraden. (Aus softwaretechnischen Griinden hat
das Paraboloid unten eine unschone Spitze. Zwischen den Niveaus wird geradlinig ge-
arbeitet.)

N\\T]///
N\ /774

Paraboloid: Schragbild, Grundriss, Aufriss
1.3 Weitere Beispiele

1.3.1 Lineare Funktion in xund y
Beispiel: f(x,y) =l-x—-y

Diese Funktion ist linear in x und in y. Die Flache im Raum ist eine (schiefe) Ebene. Bei
geeigneter Sicht sehen wir daher nur eine Gerade.

f(x,y)=1-x-y in verschiedenen Ansichten (fiir x €[0,1] und ye[0,1])

Die Niveaulinien sind parallele Geraden.
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f(x,y)=1-x-y, Niveaulinien fiir die Niveaus 0, 0.2, 0.4, ... , 2

1.3.2 Sattelflache
Beispiel: f(x,y)=xy. Diese Funktion ist uns schon bei der Rechtecksfliche begegnet.

Fiir den Ausschnitt x € [—1,1] ,VE [—1,1] erhalten wir die Ansicht:

f(x,y)=xy, Ansicht, Sicht von oben, Sicht von vorne
Fiir die Niveaulinien gilt:

Niveau Null: f(x,y)=xy=0 dies ist fiir x =0 oder y =0 erfiillt (Achsen)

Niveau c: f (x, y) =xy=c dies ist fiir y= % erfiillt (Hyperbeln)
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f(x,y)= xy, Niveaulinien fiir die Niveaus -1, -0.9, ..., 0.9, 1

Im ersten und dritten Quadranten haben wir positive Funktionswerte, im zweiten und
vierten Quadranten negative Funktionswerte. Der Nullpunkt ist ein Passpunkt oder Sat-
telpunkt: in zwei Richtungen geht es hinauf, in zwei Richtungen hinunter.

1.3.3 Affensattel

f(xy) =7 = 3xy?
Wo ist das Niveau Null?

x3—3xy2=0
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Der Computer liefert bei pfleglicher Behandlung folgende Niveaulinien:

Ber Tal
Tal er
Berg Tal

Niveaulinien von f(x,y)= x> - 3xy°

Wir haben drei Berge und drei Téler (Affensattel).

-
=

f(x,y)= x> = 3xy?, Affensattel: Ansicht, Blick von oben

1.3.4 Beispiel im Raum
Temperatur = T (x,y,z) . Statt Niveaulinien haben wir hier Niveaufldchen (Punkte glei-
cher Temperatur).
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2 Ableitung bei mehreren Variablen. Partielle Ableitungen

2.1 Erinnerung
Lokale Linearisierung bei einer Funktion einer Variablen. Es ist:

F(x)= f(x0)+ f(x0)(x—x0)
y f(x)

T >

XO X
Lokale Linearisierung

2.2 Analogie

Lokale Linearisierung bei einer Funktion von zwei Variablen:

f(x,y)zf(Xo,yo)JfCTl(x—xo)”{(y—yO)
9 9

Berechnung von a
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2.3 Partielle Ableitungen

Partielle Ableitung nach x:
f(xy0)=f(x0-30)

X—X0

Jd .
fx(xo,yo)=a—£(xo,yo)= lim

X=X
Ableitung in x-Richtung
Steigung einer x-Linie

Partielle Ableitung nach y:

of . flx0.y)=f(x0.3)
_of =1
Sy (XO ,yo) dy (xo ’yO) ygr;o y=Yo

Ableitung in y-Richtung

Steigung einer y-Linie

Somit wird:
F(xy)= f(x0.50)+ fx (%0.50)(x = x0) + fy (x0-30 ) (y = Y0)
2.3.1 Beispiel
flay)=x"+y?
Damit wird:
P)
felxy) =2 (x.y)=2x
P)
£ (ry) =55 (x.y) = 2y

Anwendung: f(3.02, 7.1) =7

Exakte Berechnung mit dem Taschenrechner: f (3.02, 7.1) =3.022 +7.12 =59.5304

Approximative Berechnung:
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2.4 Tangentialebene

2.4.1 Erinnerung: Tangente

Bei einer Funktion einer Variablen liefert g(x)= f (xo ) +f ’(xo )(x — X0 ) die Gleichung
der Tangente an der Beriihrungsstelle x .

) £(x)

T >

XO X
Tangente bei einer Funktion einer Variablen

2.4.2 Analogie: Tangentialebene

Eine Funktion zweier Variablen f (x, y) hat als Graphen eine Fliche. Die Linearisie-
rung:

g(x.y)= f(x0.50) + fr (x0.50)(x = x0) + £ (%030 ) (y = Y0)

ergibt die Gleichung der Tangentialebene an der Stelle (xo , yo) .

2.4.3 Beispiel

Wir suchen die Tangentialebene an den Grafen der Funktion f (x, y) =x2+ y2 an der
Stelle (0.6,0.8).
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Flache mit Tangentialebene, verschiedene Ansichten

2.5 Hohere partielle Ableitungen

2
Zweimalige partielle Ableitung nach x: S = g—{
X
. . _— Pf
Einmal nach x und einmal nach y abgeleitet: f,, = Ty
If

Zweimalige partielle Ableitung nach y: fyy = ~z
Y

11
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2.5.1 Exzessives Beispiel

flay)=xty

Feststellung: Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen spielt keine Rolle.

2.6 Differential

2.6.1 Erinnerung

Ay

o o O g
X0 x
<>
Ax = dx
Echte Abweichung und Differenzial
Echte Abweichung: Ay = f'(xg) dx
Differenzial: dy = f’(xp) dx

Ubergang zur Kettenregel:  y= f(x(t))

G= ) g
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2.6.2 Analogie, Kettenregel
A = f(x,y)= f(x0.50) = f2 (x0.30) (x=x0) + £y, (x0.50) (y=y0) +7(x.¥)

%/_J

dx oder Ax dy oder Ay
Echte Abweichung: Af = fr dx+ f, dy
Differenzial: df = fy dx+ f dy

Ubergang zur Kettenregel:  f(x(t).y(¢))

13

2.6.2.1 Beispiel
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3 Richtungsableitung

3.1 Nochmals Niveaulinien

In welcher Richtung ist die Steigung am gréBten?

3.2 Erinnerung, spezielle Richtungen

fr= O;—i: Ableitung in x-Richtung, Steigung einer x-Linie
fy= % Ableitung in y-Richtung, Steigung einer y-Linie

3.3 Beliebige Richtung

Richtungsvektor r

cos(o
Wir geben eine beliebige Richtung durch einen Vektor 7 = [ ‘ (( )) } an. Es ist [F|=1.
sin(o
Die Punkte auf der Geraden g kénnen mit dem Parameter ¢ durch
x(t) = xo +tcos()

y(t) = yo +1sin(ax)
beschrieben werden.
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Wir leiten nun an der Stelle (xo ,yo) in Richtung 7 ab. Dies bedeutet:

.o d .
Somit gilt: a—];(xo,yo):fx(xo,yo)-cos((x)+fy (xo,yo)-sm((x)

3.3.1 Beispiel
f ( x,y) = xy . Die Niveaulinien kennen wir bereits:

Niveaulinien von f(x,y)= xy

15
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Aus f(x,y)=uxy folgt f, =y und f, =x. Wir leiten an der Stelle (xo,yp)=(1.1) in

zwei verschiedenen Richtungen ab:

3.3.1.1 Rechtwinklig zu den Hohenlinien, steilster Anstieg.

Esist o =45°= % . Wir erhalten:

3.3.1.2 In Richtung der Hoéhenlinie, kein Anstieg
Esist ¢ = —45°= —% . Wir erhalten:

4 Der Gradient

4.1 Definition

Unter dem Gradient einer Funktion f(x,y) verstehen wir folgenden Vektor:

fx(x0.30)

£ (%030 )] , einfacher: grad(f)= [fx}

grad(f)(xoa}’O):|: fy

Unter dem Gradient einer Funktion f(x,y,z) verstehen wir folgenden Vektor:

[+ (%0.30520) fe
grad(f)(x0.y0.20) = fy(xo,yo,zo) , einfacher: grad(f)= fy
f-(x0-30-20) /2

Fiir eine Funktion von n Variablen ist der Gradient entsprechend ein Vektor im n-
dimensionalen Raum.
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4.2 Richtungsableitung mit Gradient

4.2.1 Erinnerung: Skalarprodukt

anH

Vektoren mit Zwischenwinkel
Skalarprodukt:

le; = albl + Clzbz

ab =|d| ‘15‘ cos(y)

4.2.2 Richtungsableitung

cos(a
Fiir die Ableitung einer Funktion f(x,y) in Richtung des Vektors F = [ _ (( )) } fanden
sin( o

wir die Formel: g—]; = f, -cos(a)+ Iy sin(or)

[
Dies kann nun kiirzer als Skalarprodukt der beiden Vektoren grad(f ):{ *| und

- [cos((x)} _
F=| . geschrieben werden:
sin(c)

%:fx-cos(a)+fy -sin(a) = grad(f)-7

4.2.3 Folgerungen
Ist ¥ der Winkel zwischen den Vektoren grad(f) und 7, so gilt

9 = grad(f)-7 = |grad () -|7] -cos(7)

Daraus folgt:
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_ _ af .
y=0 = cos(y)=1 = 5 maximal

d
y=2 = cos(y)=0 = 8_17“:0

_ _ B_f . .
y=n = cos(y)=-1 = == minimal

Der Gradient gibt also die Richtung des steilsten Anstieges an. Er steht rechtwinklig zu
den Niveaulinien.

4.2.4 Beispiele

4.2.4.1 Beispiel: f(x, y) = xy
Die Grafik zeigt die Niveaulinien und die Gradientenrichtungen fiir die Funktion
f ( x,y) = xy . (Die Gradienten sind verkiirzt gezeichnet, es stimmen nur die Richtungen)

y Ny
Al e P aVA
»»////
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ottt
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~ RN

Niveaulinien und Gradientenrichtungen

4.2.4.2 Beispiel Affensattel

Die Grafik zeigt die Niveaulinien und die Gradientenrichtungen fiir den Affensattel.
(Die Gradienten sind verkiirzt gezeichnet, es stimmen nur die Richtungen.)
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Niveaulinien und Gradientenrichtungen des Affensattels

Die Menge sdmtlicher Gradienten einer Funktion wird als Gradientenfeld bezeichnet.
Ein Gradientenfeld ist ein Sonderfall eines Vektorfeldes.
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5 Der Nabla-Operator

Der Nabla-Operator dient einer kurzen Schreibweise, es gibt hier also nichts zu verste-
hen. Der Nabla-Operator ist ein ,,Pseudovektor*:

9

9 ox

ox J

V= B oder V = %
| 9z |

Es sei nun f (x, y) eine Funktion von zwei Variablen. Dann konnen wir schreiben:

2 L4
J J

vi=| 7| = a; = grad(f)
vl L

Wir tun so, wie wenn wir den Pseudovektor mit dem f multiplizieren.

Entsprechendes geht auch fiir eine Funktion von drei Variablen. Generell haben wir:

Vf = grad(f)
Wir werden spiter weitere Anwendungen dieser Schreibweise mit dem Nabla-Operator

kennen lernen. Sein Name stammt von der Bezeichnung eines hebridischen Saitenin-
struments, das in etwa die Form dieses Zeichens hatte.

Im Englischen wird fiir den Nabla-Operator auch die Bezeichnung Del-Operator ver-
wendet (Del wie Delta).
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6 Zusammenfassung

6.1 Funktionen zweier Variablen
Darstellung als Flidche im Raum. x-Linien und y-Linien. Niveaulinien (Hohenlinien)

6.2 Partielle Ableitungen

P) . )=
fx(xO’YO):a_ﬁ(xo,yoF lim f(xyog f(x0-%0)

X=X

_df Y
fy(XO’)’O)_a_y(XO’yO)_yli)n;o o

Tangentialebene an der Stelle (xo , yo) :

g(x.y)= f(x0.50) + £ (x0.50)(x = x0) + £ (%030 ) (y = Y0)

*f _

PR Fo =350y e Sy = f . Reihenfolge des Ab-

Hohere partielle Abeilungen: f,, =

leitens spielt keine Rolle.

Y e, o by
Kettenregel: i I a T Iy i

6.3 Gradient
Jx
[+ emat)=| 5
fZ
Richtung des steilsten Anstieges. Orthogonal zu Niveaulinien oder Niveauflidchen.

d -
a—gzgrad(f)-r

grad(f)= [2

Richtungsableitung:

6.4 Nabla Operator

9
d ox
Pseudovektor: V = oder V=|2
9 dy
dy
oz ]

Anwendung: Vf = grad(f)



