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1 Wegintegral
Es sei f(x,y)=x+y. Wie groB sind die Wegintegrale dazu fiir die drei eingezeichne-
ten Wege von A nach B?

Drei Wege von A nach B

Bearbeitung
Weg c;: Es ist

)?(t)z[ t }te[o,l]

-1

(1)) =2 und weiter:

. 1
Somit ist X(t)= [ J,

Ve, =j(t+1—t)ﬁdt=ﬁidl=x/§
0 0

Weg ¢, : Esist
X(t)= [COS((t)}, te [0%}

(1)) =1 und weiter:

Somit ist X ()= [;le(gt))},

¥e, = | (cos(z)+sin(r))dr =2

O —o|a

Weg c3: Esist
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cosl?
()= (1) ref0,3]
—sin(7)

Somit ist X() = { |%(#)|=1 und weiter:

—sin(t)}

—cos(?)

Ve, = (cos(t)—sin(¢))dr =0

[«) '—.N“ﬁ’

Dieses letzte Wegintegral ist Null, weil der Weg c3 zeitweise oberhalb und zeitweise
unterhalb der Wasserlinie liegt.

2 Vorbeifahrt

Wir fahren auf einer unendlich langen geraden Strale im Abstand a an einer punktfor-

migen Strahlenquelle der Intensitét Lz vorbei, wobei A ein Proportionalititsfaktor ist
r

und r der Abstand zur Strahlenquelle.
Wie grof ist die aufgenommene Gesamtstrahlung?

Bemerkung: Natiirlich gibt es keine unendlich lange Strale. Da aber die Strahlungsin-
tensitdt mit dem Quadrat des Abstandes abnimmit, ist sie weit weg von der Strahlungs-
quelle sehr klein. Fiir eine lange Strae und eine unendlich lange Strafle erhalten wir
also fast dasselbe Resultat. Es ist integrationstechnisch einfacher, mit einer unendlich
langen Strafle zu arbeiten.

Bearbeitung
Wir setzen die Strahlenquelle in den Ursprung. Somit haben wir die Strahlungsfunktion:

(I)(x,y) = ziyz

Die Stralle parametrisieren wir durch:

Damit erhalten wir:

z(r):m,

Fiir die integrale Strahlungsaufnahme erhalten wir:

i(r)=1

[@ds= T ®(x (1), y(1))]¥(¢)de = A T tziaz dr

I

Das Integral I 16sen wir mit Substitution: Zunéichst ist:
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I= j L_dr=-1L J L dr
l‘2+a2 a2 (L)2 +1
—00 —oo \ g
Wir arbeiten mit der Substitution: é: T = dr=adrt. An den Grenzen dndert sich
nichts. Wir erhalten:

_ 1 _ 1 1 1 1 1 ° _llan_(_zm)|_-x:
I = J 5 dt—a2 J dt—aj 5 d‘L'—a[arctan(z‘)]_m—a[2 ( 2)J—a

*+a® (§)2+1 L T+l

00

Somit ist die integrale aufgenommene Strahlung /1%.

3 Wegintegral und variable Geschwindigkeit
Das Wegintegral

b
J@(x,y,z)ds = JCD()?(I))‘)?(Z)‘ dr

C a

ist von der Parametrisierung des Weges ¢, also von der Durchlaufsgeschwindigkeit,
unabhiéngig. Das Wegintegral bezieht sich rein geometrisch auf die Funktionswerte in
der jeweiligen Wegstrecke ds.

Zeigen Sie das an Beispielen und allgemein.

Bearbeitung

Beispiel

Es sei <I)(x,y) = 21 5 - Dieses zweidimensionale Beispiel kann als die Intensitét einer
X +y

Strahlung mit Strahlenquelle im Ursprung interpretiert werden; die Strahlung klingt mit
dem Quadrat der Entfernung von der Strahlenquelle ab.

(D()C,y)z 21 2

xX“+y
Wir berechnen das Wegintegral fiir den geradlinigen Weg von A(—1,1) nach B(1,1) mit
zwei verschiedenen Parametrisierungen.
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?c(t)‘ =1 und wir erhalten:

a) x(t):m,te[—l,ﬂ]. Damit ist ?c(r)zm,

1

J‘D(X,Y)ds = J tlerlz 1 dt = arctan(1) — arctan(-1) = %

c -1

2t
b) ?C(t)Z{ }te[—lﬁ%}. Wir durchlaufen den Weg doppelt so schnell. Es ist

Wir erhalten dasselbe wie unter a).

Allgemein

In Fc(t) fiihren wir einen neuen Parameter ein mit einer monoton wachsenden Funktion

t = f(t). Fiir ¥(f(7)) erhalten wir d%fc(f(f)) = %?c(f(r)) - f'(t). Fiir das Weginteg-

ral

b
th(x,y,z)ds = J@(?c(t))‘?c(t)‘ dr

Cc a

ergibt sich mit dem neuen Parameter 7 :

o)
[o(eyas= [ o(3(f(x)|L5(f(r))de
¢ f[—l](a)

o)

Mit der Substitution u = f(7), du = f’(7) dt erhalten wir fiir das Wegintegral:
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) b
[o(xy.z)ds= | d)(f(f(f)))%fc(f(f)) F(z)de = [©(%(u))
c f[—l](a) a
Das ist aber wieder das urspriingliche Wegintegral. Wir sind mit der Kirche ums Dorf
gefahren.

d%?c(u)‘du

4 Zeitintegral

Im Unterschied zum Wegintegral ist das Integral

b
th(x,y,z)dt = J(I)(?c(t)) dr

C a

sehr wohl von der Parametrisierung und damit von der Durchlaufsgeschwindigkeit ab-
héngig. Es handelt sich hier nicht um ein geometrisches Wegintegral, sondern ein kine-
matisches Zeitintegral.

[llustrieren Sie das an einem Beispiel.

Beispiel

Es sei <I)(x,y) = 21 5 - Dieses zweidimensionale Beispiel kann als die Intensitét einer
X +y

Strahlung mit Strahlenquelle im Ursprung interpretiert werden; die Strahlung klingt mit
dem Quadrat der Entfernung von der Strahlenquelle ab.

(D()C,y)z 21 2

X +y
Wir berechnen das Zeitintegral fiir den geradlinigen Weg von A(-1,1) nach B(1,1) mit
verschiedenen Parametrisierungen.

t
a) )?(t) = L}, te [—1,+1] . Wir erhalten:
1

J@(x,y)dt = J t24]-12 dr = arctan(l) - arctan(—l) =

c -1

ST
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2t
b) ?c(t):{ . }, te [—%,+ } Wir durchlaufen den Weg doppelt so schnell. Fiir das

Zeitintegral ergibt sich:

Die integrale aufgenommene Strahlung wird halbiert.

3
t
c) X(t)= l: ], te [—1,+1] . Im Vergleich zu a) sind wir gleich lang unterwegs, bewegen
1

uns aber in der Nidhe von Anfangs- und Endpunkt schneller, dafiir beim gefihrlichsten
Punkt in der Wegmitte langsam.

-1.0—

Bummeln am gefédhrlichsten Ort
Fiir das Zeitintegral erhalten wir:

1

Jota=] 23

c —

Im Vergleich zu a) konnen wir dieses Integral abschétzen:

2 +1>1%+1 firt e [—1,1], gleich genau fiir r = £1,0

1 < 1 firtr e|-1,1 leich genau fiir r = 1,0
1241 t6+1 [-L1). ¢ & ’

1

J dr < J-
t +1 t +1
-1 -1
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1

Numerisch erhalten wir J %1 dr =1.807543547 . Die Strahlenbelastung ist also groBer
%+
-1

als bei a).

(=R
N’
=1
—_
-~
N—
Il
1
|
N |—
-~
38}
+
W

t
}, te [—1,+1]. Nun bewegen wir uns in der gefédhrlichsten Zone

am schnellsten.

-1.0-

Schnell am bésen Hund vorbei
Fiir das Zeitintegral erhalten wir:

1

J(I)(x,y)dtz I

c -1

—— L dr=1.427536882

13,3
( L +2t) +1

Das ist besser als unter a).

5 Wegintegral
-1
y

F(x,y):
1
X

rcos(t)

Es sei c: ’_é(t):[rsin(t)

}r e[0,2x].

Wie grof} ist JF& =?

Cc

Ergebnis
4gt (unabhéngig von r)
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6 Wegintegral

-y

x2 +y2

F(x,y)=

X

x2 +y2

a) Skizzieren Sie das Kraftfeld.
rcos(t)
b) Essei ¢: = : 0,2m].
) Essei c: x(t) {rsin(r)} te(0,2x]
Wie grof} ist JF& =7?

Cc

ba) raten,
bb) rechnen.
Ergebnis
a)
P e NN
o o o =N
[ /o NN
EErEisy
D
LA 2
N\ \ N\t~ S S
NN N 7 S
N O a2
Kraftfeld
b) 2nr

7 Wegintegral
In der Ebene sind das Vektorfeld F(x,y) und der Weg ¢ gegeben:

-y

2,2
F(x,y): xxy
oy |cos(21) | n
¢ x(t)_Lin(Zt)}te[o’f}
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Gesucht ist das Wegintegral:
[Fdx=2

C
Ergebnis

J'Fa =T

C

8 Wegintegral
In der Ebene sind das Vektorfeld F(x,y) und der Weg ¢ gegeben:

X

.X'2 +y2

Flxy)=| "

X2 +y

. x(t):[ﬂ;te[l,s]

Gesucht ist das Wegintegral:

2

[Fdx=2
C

Ergebnis
[Fdx=20
C

9 Wegintegral
In der Ebene sind das Vektorfeld F(x,y) und der Weg ¢ gegeben:

X

)C2 +y2

3t
o x(t)= : 1,7
c: %(r) [M} reL7]
Gesucht ist das Wegintegral:
[Fdx=2

Cc
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Ergebnis
J‘Fa: ln(7)

Cc

Bearbeitung

F(x(0).v(0)=| " < =
(uf+(ary | L2
2] = 0] = 5[]

l—l
I—I
»—0—.\]
~ =
o
~
— —
~
~—

o fi

10 Wegintegral
In der Ebene sind das Vektorfeld F(x,y) und der Weg ¢ gegeben:

o
X2+y2
F(xy)=|" |
x2+y2
1242 ]
c: )?(t)z ;te[l,7]
5¢% |

Gesucht ist das Wegintegral:
[Fdx=2

Cc

Ergebnis
[ Fdx =1n(49)

Cc

Bearbeitung

12¢2 -

122 +(52)
F(x(t),y(t)): ( )Stz( ) _ 162[2
_(12t2 )2+(512)2 | 1691°

10
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-2 ] = 0[] - @[

12

T —= 7
— | 169:% || 241 7
JFax=]| ™ or dr=2[1dr=2In(r), =2In(7)=1In(49)
c 1 16972 1

11 Wegintegral
Ist das Vektorfeld konservativ? Wenn ja, welches ist die Potenzialfunktion f (x, v, z) ?

Wie grof} sind jeweils die Wegintegrale fiir die beiden Wege ¢; und ¢;, welche beide
im Ursprung beginnen und im Punkt (1, 1 1) enden:

t
cp: x(r)=|t|, r€[0,1] und ¢: E(t)=|s*| te0,1]
] - ,
a) F(x,y,2)=|y b) F(x,y,2)=|x o) F(x,y2)=|z
| 7| Y] X
] )]
d) F(x,y,z)z Z e) F(x,y,z)z X ) F(x,y,z)z y
LY ] <]
Ergebnis
a) Konservativ; f(x,y,Z)=%x2 +%y2 Jr%z2 +C; _[F?'cdt = J.chdt =% (Potenzial-
a ]

differenz, wegunabhiingig)

b) Nicht konservativ, J Fxdt = %, aber J Fxdt = % (wegabhingig)

a )

¢) Nicht konservativ J Fxdt = %, aber J Fxdt = % (wegabhiingig)
a )
d) Konservativ; f (x, y,z) = %xz +yz+C; .[F xdt = J‘ Fxdr = % (Potenzialdifferenz,
a )

wegunabhingig)

e) Konservativ; f (X, y,Z) =Xxy+ %zz +C; JF xdt = J Fxdt = % (Potenzialdifferenz,
a %)

wegunabhingig)
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f) Konservativ; f (x, ¥,2) =Xz + % y2 +C; JF xdt = J FXdr = % (Potenzialdifferenz,
3| ]

wegunabhingig)

12 Wegintegral

Das Vektorfeld F (x, y) = [ y} ist nicht konservativ (warum?).

X

Gesucht sind die Wegintegrale fiir folgende Wege, die alle von A(l, 0) zu B(O, 1)

verlaufen:

Es flihren viele Wege nach Rom
a) Weg c, : Strecke von A nach B (rot)

b) Weg ¢, : Viertelskreis mit Zentrum im Ursprung (griin)

c) Weg ¢, : Um die Ecke, iiber Punkt (1, 1) (magenta)

d) Weg cq4: Viertelskreis mit Zentrum in (1, 1) (pink)

e) Weg ¢, : Parabelbogen mit Scheitel in B(0, 1) (violett)

f) Weg cf: Liegender Parabelbogen mit Scheitel in A(l, 0) (orange)

Ergebnis
Da das Vektorfeld nicht konservativ ist, sind die Integrale wegabhéngig.

a) Weg c, : Integral = 1
b) Weg ¢y, : Integral = %
c) Weg c. : Integral = 2

_r

d) Weg cg4: Integral = 2 -3
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e) Weg c. : Integral =

Wl wlk

f) Weg cs: Integral =

Losungsweg
a) Weg c, : Strecke von A nach B (rot)

) . -1 )
Es ist zum Beispiel ¢, : X(¢) :[ t }, t€[0,1] und daher X(t) :[ . } Damit ergibt

sich:

I N 1 1
.[Fdx=jL_t][l}dt:j(tﬂ—t)dt:jldt:l
Cy 0 0

0

Der Weg c, ldsst sich aber auch anders parametrisieren, zum Beispiel:

2
t
eyt X(t)= [COS )}, te [0,%} (Warum ist das so?)

(
sin” (¢)
)

—2cos(t)sin(¢)

Damit ergibt sich: ;(I){ 2sin(r)cos (1)
Sin COS

} und daraus:

o —_—
!
&l
Il

—(sin(t))2 | —2cos(1)sin(r)
{ (cos(t))2 ] [ 2sin(t)cos(z) }dt

(2 cos(t)(sin(t))3 + 2(cos(t))3 sin(t))dt

2cos(t)sin(z)dz

Ot E O —a O —pa O —a
S —yja

2005(t)sin(t)((sin(t))2 + (cos(t))2 )dt =

s
sin(2¢)dt = —%cos(2t)‘(2) =1

Wir erhalten also dasselbe Resultat wie bei der ersten Parametrisierung. Tatséchlich
kann man zeigen, dass eine Umparametrisierung desselben Weges das Wegintegral
nicht dndert. Das Wegintegral hingt nur von der Geometrie des Weges ab, nicht aber
von der gewéhlten Parametrisierung.

b) Weg ¢y, : Viertelskreis mit Zentrum im Ursprung (griin)
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_Sin(t)] Da-

t .
Es ist zum Beispiel ¢y, : ¥(t)= [COS( )}, te [0,”} und daher X(¢) =[
cos(?)

sin(t) 2
mit ergibt sich:
3 (0] s :
J‘Fa’xzj sm(t) ‘ sm(t) dt:Jldt:E
cos(t) cos(t) 2
Cp 0 0

Wir konnen, versuchsweise, diesen Viertelskreis auch beschleunigt durchlaufen:

N cos(tz) -
ey X(t) , te[O,\/;}
2

sin(tz)
. -2t sin(t )
Damit ergibt sich: ¥(¢)= und daraus:
2t cos (tz)

\/% —sin(2) | | —2¢sin(? ‘/g 3
N B [ i

: dt=J2tdt=t2‘ 2:%
o 0 cos(tz) 2tcos(t2) 0 0

c) Weg c.: Um die Ecke, tiber Punkt (1, 1) (magenta)

Wir teilen den Weg in zwei Teilwege c¢.; und ¢, auf:

Cel : x@):H, t €[0,1] und daher ?c(r):m

1
) 1-1 . 1
cer: X(t)= Ol t €[0,1] und daher ¥(r)= 0
Damit ergibt sich:
— — =707, -1 [-17,
[Fax= [ Fax+ | Fdx:j[ | Hl}dwj{l HO }dt:.[ldt+jldt:2
Col Col 0 ol ! 0 0

Ce

d) Weg cq4: Viertelskreis mit Zentrum in (1, 1) (pink)

‘ o\ | 1+cos(r) 3 o Loy |—sin(z)
Es ist ¢4 : x(t)—[l_i_sin(t)}, te[zn,n] (¢ 1duft riickwirts) und x(t)—[ cos(t) .

Damit ergibt sich:



Hans Walser: Modul 114, Vektorfelder und Wegintegrale. Lernumgebung. Teil 2 15

j Fdr= j [‘ - sin }{_Sin(t)}dt:]E(sin(t)+(sin(t))2+cos(t)+(cos(t))2)dt

1+ cos(t cos(t) 3
BL: 2%
T . n .
(sin(t)+ cos )+1)dt=(—cos(t)+sm(t)+t)‘§n =2-7
3n 2

2

e) Weg c, : Parabelbogen mit Scheitel in B(O, 1) (violett)

1—1¢ -1

Esist ¢, : X(¢) ={ 2}, t €[0,1] und daher x(r)= [2 2J . Damit ergibt sich:

2t—t
2 _ -1 1

t 2 . dt:I(—t2+2t+2—2t—2t+2t2)dt
1—1¢ 2-2t 5

(2—2t+t2)dt=%

f) Weg cf: Liegender Parabelbogen mit Scheitel in A(l, 0 (orange)

1—¢ -1

Es ist ¢ : fc(t):{ ) }, te[O, 1] und daher ¥( {
t

1 ] Damit ergibt sich:
N

jFa-1{”}.[1]&-}(mzl_ﬁ_%ﬁ)dt-%}(ﬁ%)dt—g
0

13 Spiralen
Gegeben ist das Vektorfeld:

~ xcos(¢) - ysin(¢)
F(x,y)= Lsin(qo) + yCOS(QD)}

Der Winkel ¢ ist beliebig. Geometrisch bedeutet ¢ die Abweichung der Vektorrich-

tung von der nach auBen gerichteten radialen Richtung. Die Figur zeigt die Situation fiir
¢ =60° (Die Vektorpfeile sind zu kurz gezeichnet).
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a) Kreis mit Radius  um den Ursprung: ¥, (¢)= r{

1

den Figur fir r =3

b) Strecke mit Steigungswinkel o : X, (¢)= t[

’P._‘—.-\
" = = =

'

W =P =p =D W

NN '\l\ e o

Vektorfeld fir ¢ = 60°
Gesucht sind nun die Wegintegrale fiir folgende Wege:

rot eingezeichnet.

cos(t)
sin(#)

cos ()
sin()

Figur fiir & =30° und b =1 griin eingezeichnet.

O Folr)= e {C"S(I)

sin(t)

le, sie ist in der folgenden Figur fiir ¢ = 60° magenta eingezeichnet. Die Vektoren

des Vektorfeldes sind Tangentialvektoren an diese Spirale.

d) xd (l‘) — e—t tan(go) |:COS(I)

sin(t)

le, sie ist in der folgenden Figur fiir ¢ = 60° pink eingezeichnet. Die Vektoren des

}, te [0, oo) . Dies ist ebenfalls eine logarithmische Spira-

Vektorfeldes stehen senkrecht zu dieser Spirale.

e = 0NN\ \

.r.—-—-—--l\\\'\\§$

AR
Lt
(|
4

Vektorfeld und Wege

}, te [0, b] . In der folgenden

16

}, te [O, 271',]. In der folgen-

}, te (—oo, 0]. Dies ist eine so genannte logarithmische Spira-
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Ergebnis

2 2wrlsin(p)  b) Ecos(p) ) 5o d) Null

Losungsweg

a) Aus X, (t)=r C?S(t) , t€[0,2n] folgt X,(¢)=r ~sin(?) und daraus:
Sln(l) COS(l)

[ Fi- zj“ [rCOS(t)COS(fp)—rsin(t)sin(¢)}.[—rsin(t)} ”
c 0

rcos(t)sin(@)+ rsin(t)cos(¢@) | | rcos(t)

a

b) Aus T (t)zt[cf’s . 1e[0,b] folgt ?cb(z)z[cf’s(a)

} und daraus:
sin (OC)

[ - [j[tcos(a)cos((p)— tsin(a)sin((p)} | {cos(a)}dt

2n )
= J cos(¢)tdt = cos((p)%
0

; tcos(a)sin(¢@)+tsin(cor)cos(@) | | sin(or)
b
‘ ;| cos(t)—L—= —sin(?)
) Aus ¥, (r)=e"® [C?S(t)}, 1 €(—o0,0] folgt %, (r)=e"™") tan(g)
sin(7) sin(t)—L— + cos(t)
tan(¢)
und daraus:
. . t)—L— —si
jpa: (}etanz((p) {COS(I)C_OS((P)_s_m(t)sm(gu)]etant((p) cos( )tan((p) sin(?) N
e e cos(t)sin(¢) + sin(z) cos(¢) 1n(t)t t((p)+cos(t)
_ 0 tdr?(t(p) cos(¢) ( ) dr = 1 O ta.lf(t(p)d _ 1 tan(¢) td.lf(t(p)o
B J ¢ tan(¢) Fsini@) jdr = sin(¢) .[e = sin(p) 2 ¢
i
sin(¢)
__ 1
2cos(¢)

cos(t)

d) Aus 7, (1) = e @0(0) [ (1)

}, t €[0, o) folgt

= (t) —e ! tan(¢) {—cos(t)tan((o) - Sil’l(t)

dd :
*d —sin(t)tan(q))+cos(t)} e AT
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—:we_“an( )| cos(t)cos(¢) —sin(t)sin(¢) o tan(p) —cos(t)tan(¢) —sin(t)
C:[Fdx £ ’ Los(t)sin((p)+sin(t)cos((p)} ’ {—sin(t)tan((p)+cos(t) dr
= Te_zman(‘p) (—cos(¢)tan(¢)+sin(¢))dr =0
0 0
14 Parabeln

Gegeben ist das Vektorfeld:

x2

F(x,y)z
xy + x\/xz + y2

Gesucht sind die Wegintegrale fiir folgende Wege, welche alle von A(—l, 0) nach
B (1, 0) verlaufen:

t

a) Strecke von A nach B: %, (t)= [O

}, te [—1, 1] . In der folgenden Figur rot einge-

zeichnet.
cos(t)

b) Unterer Halbkreis: X, (t) ={ ) (t)
sin

}, te [n, 275] . In der folgenden Figur griin ein-

gezeichnet.
cos(t)

c) Oberer Halbkreis: ?cc(t)z[ in(1)
sin

}, te [ﬂ:, 0] . Das Parameterintervall wird durch

den Parameter ¢ riickwirts durchlaufen. In der folgenden Figur violett eingezeich-
net.

5 t

1 i _
d) Parabel y=-5-—7, also: xd(t)_[ﬁ_l
2 2
genta eingezeichnet. Die Vektoren des Vektorfeldes sind tangentiell an diese Para-

bel.

5 ], te [—1, 1]. In der folgenden Figur ma-

t

t+1

2 2

pink eingezeichnet. Die Vektoren des Vektorfeldes sind orthogonal zu dieser Para-
bel.

2
e) Parabel y= —% + % , also: X, (1) = [ 2 }, re [—1, 1] . In der folgenden Figur
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Vektorfeld und Wege

Ergebnis
a) 2 b) 2 ) -% d) 18 e) Null
Losungsweg

t . 1
a) Aus X, (t)= [0}, t e[-1,1] folgt X, (¢) = [O} und daraus:

. 1t2 1 !
'[Fdx:'[{zl-{o}dmjtzdt:%
Cy -1L!

-1

b) Aus ¥, (t)= {Z:((Z))} t €[m, 2n] folgt Xy (1) = [_Ci::((tt))} und daraus:
21 2 . 21
- (Cos(t)) ' —sm(t) _ cos 2. 1
C{Fdx il:cos(t)sin(t)‘*'cos(t)] |:cos(t) }dt 1_[( (1)) de=1
c) Aus X (t)= [Z:((;))}, t e[r, 0] folgt x.(¢)= {_Czlsn((tt))} und daraus:

n

ol o[t o = ot Jem 10 - -5

COS(Z‘) 0

p—

J und daraus:

(
d) Aus xd(z):[ t ],te[—l,l] folgt?cd(t):[
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