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Modul 114 Vektorfelder und Wegintegrale



Vektorteld

Zu jedem Punkt (x, y)
gehort ein Vektor

v(x.)

F(x,y)= {u(x’y)}




Beispiel:

Jedes Gradientenfeld ist ein Vektorfeld.
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Beispiel: F
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Beispiel: F(x,y)=
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Beispiel: F(x,y)= {
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Beispiel: F(x,y)= {
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Beispiel: F(x,y)
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Beispiel: F(x,y)=

0.1y
0.1x
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Beispiel: F(x

0.1y

)= 01
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Jedes Gradientenfeld ist ein Vektorfeld.
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Jedes Gradientenfeld ist ein Vektorfeld.

Nicht jedes Vektorfeld i1st ein Gradientenfeld.
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Jedes Gradientenfeld ist ein Vektorfeld.

Nicht jedes Vektorfeld i1st ein Gradientenfeld.

Wie konnen wir bei einem gegebenen Vektorfeld priifen,

ob es auch ein Gradientenfeld i1st?
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Beispiel: f(x,y) = x

4

Y

7
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Beispiel: f(x,y) = x

grad(f) =[

Jx
Iy

|

4

4x

Tx

7

Y

3.7
Y

4 6
Y
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Beispiel: f(x,y) = x

grad(f) =[

Jx
Iy

|

4

4x

Tx

7

Y

3.7
Y

4 6
Y

= fry =285

3.6
= Jyx =28x7y

20



Beispiel: f(x,y) =

grad(f) = [jﬁj =

Gegenbeispiel: F(x,y)= [

x4y7

_4x3y7

| 7xy0

= fry =285

3.6
= Jyx =28x7y

—0.1y
0.1x



Beispiel: f(x,y) = x4y7

fx} (437 = fry =28x7°

fy _7x4y6_ = fyx=28x3y6

grad(f) =[

o —0.1y
Gegenbeispiel: F(x,y)= 01
Ax
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Beispiel: f(x,y) = x4y7

fx} (437 = fry =28x7°

fy _7x4y6_ = fyx=28x3y6

grad(f) =[

o —0.1y
Gegenbeispiel: F(x,y)= 01
Ax

—0.1y ! fr| = foy=-01
| = fyx =10.1
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Beispiel: f(x,y) = x4y7

fx} (437 = fry =28x7°

fy _7x4y6_ = fyx=28x3y6

grad(f) =[

o —0.1y
Gegenbeispiel: F(x,y)= 01
Ax

—0.1y ! fr| = foy=-01
| = fyx =10.1

é Widerspruch!

24
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Konservatives Vektorfeld F

F=grad(f)=Vf
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Konservatives Vektorfeld F

F = grad(f)=Vf

7]

Die Funktion f heif3t
Potenzialfunktion von F

28



Konservatives Vektorfeld F

F = grad(f)=Vf

Notwendige Bedingung fiir konservatives Vektorfeld:

ulx,y
F(x,)’)={( )}
V(x,y)
Uy =Vy
du _ dv [
dy oOx
8v 814 0

dx dy

alles dasselbe!




Notwendige Bedingung

du _ v
dy Jdx

Notwendig; ohne geht’s nicht

Die Bedingung 1st zwar notwendig,
aber nicht hinreichend.

Name: Integrabilitdtsbedingung

30



S‘muess eine sy

gar hiibsch und ty...
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S‘muess eine sy

gar hiibsch und ty...

logisches und
AND
sowohl ... als auch

hiibsch: notwendige Bedingung

keine hinreichende Bedingung

32



Beispiel:

F(x,y)=

| 7x4y0
konservativ, da

_4x3y7
| 7x4y0

Potenzialfunktion:

F(x,y)=

f(x,y) = x4y7 +C

4x3y7

= grad(x4y7)



A —a NN NN\ . .
///////betc_\\\\\\\\\

///////rr.— ._\\.\.\\\\\\

////////(Y—I LK\\\\\\\\

11111/11(— ..\\\\\\\\\ _O.ly
IJJJJIII - \.\\\\“‘ O.lx

| I Y R R R A A . SRR SR S K B B

_H:;l'.' ".'.'ff:

Divyvai-dy 0D "'1X'T1Ti_

| AR S W U W W VN - N R A
\\\\r\\\\~-.-,,,,,,”,

INNNNNAN S S SR @:—0.1, aber 2V = +0.1
\\\\\\\\\:1_-,,,,,/,/)‘ 8)} &x
NNYNYNYNSNNS S i A N A
\\\\\\\\\—-—v——n,v///////

Das Vektorfeld ist nicht konservativ,
es gibt keine passende Potenzialfunktion.
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f(x,3.2)

fyz = Tz

Im Raum

grad(f) = Vf

fzx — fxz

f Xy

Jyx

35



Im Raum

Vektorfeld: F(x,y,z)=

==
‘ 3-dim . Feld® ‘

u(x,y,2)
v(x,y,z)

_w(x,y,z)_

36



Im Raum

Cu(x,y,2)
Vektorfeld: F(x,y,z) = v(x,y,z)
_w(x,y,z)_
Notwendige Bedingung
fiir konservatives Vektorfeld F
ow dv _
Jdy dz 0
du ow _
e ax Y
Jdv  du _
ox dy 0
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Im Raum

Vektorfeld: F(x,y,z)=

Rotation von F:

rot(F) =

38



Im Raum

Vektorfeld: F(x,y,z)=| v(x,y,z)

Rotation von F:

Folgerung F konservativ
F’ Gradientenfeld

= r1ot(F)=VxF=0

39



Im Raum

Vektorfeld: F(x,y,z)=| v(x,y,z)

Rotation von F:

Nullvektor ‘

Folgerung F konservativ {
. = 1ot(F)=VXF=0
F’ Gradientenfeld

40



X

Gradient:
{f y

} Ableitung

Umkehrung: Integration

41



X

Gradient:
{f y

} Ableitung

Umkehrung: Integration

dquivalente Formulierungen:

(1) u, v gegeben. Gesucht f so, dass f, = u und fy — v

42



X

Gradient:
{f y

} Ableitung

Umkehrung: Integration

dquivalente Formulierungen:

(1) u, v gegeben. Gesucht f so, dass f,, = und fy — v

?

‘ Potenzialfunktion ‘
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X

Gradient:
{f y

} Ableitung

Umkehrung: Integration

dquivalente Formulierungen:
(1) u, v gegeben. Gesucht f so, dass f,, = und fy — v

(2) Vektorfeld F gegeben. Gesucht f so, dass grad(f)=F

?

‘ Potenzialfunktion ‘
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Beispiel

F(x,y)=

12xy3

_18x2y2 + 7y6 |
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Beispiel

3
12xy Gradientenfeld?

F(x,y)= - ' '
(X )’) i 8x2y2 N 7y6 ) Falls ja: Potenzialfunktion f ?
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Beispiel

12xy3

F(x,y) =
_18x2y2 + 7y6 |

Gradientenfeld?
Falls ja: Potenzialtunktion f ?

Integrabilitdtsbedingung (nur notwendige Bedingung):

(12xy3) = 36xy2
Y

> 0k

(18x2y2 + 7y6) = 36xy2

X

47



Beispiel

3
12xy Gradientenfeld?

F(x,y)= - ' '
(X )’) i 8x2y2 N 7y6 ) Falls ja: Potenzialfunktion f ?

Heuristisches Vorgehen (Probieren geht tiber Studieren)

J12xy3dx = 67 y3 + Integrationskonstante



Beispiel

3
12xy Gradientenfeld?

F(x,y)= - ' '
(X )’) i 8x2y2 N 7y6 ) Falls ja: Potenzialfunktion f ?

Heuristisches Vorgehen (Probieren geht liber Studieren)

[12xp°dx = 637y + p(y) + ¢y

1 11

Integration Subtile
beztiglich x ,JIntegrationskonstante*
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Beispiel

3
12xy Gradientenfeld?

F(x,y)= - ' '
(X )’) i 8x2y2 N 7y6 ) Falls ja: Potenzialfunktion f ?

Heuristisches Vorgehen (Probieren geht liber Studieren)

J12xy3dx = 6x2y3 + p(y)+ Cq
2.2 6 _
J(18x yo+Ty )dy—6x y +y +q +C2

T L 1

Integration Subtile
beztiglich y ,JIntegrationskonstante*




Beispiel

3
12xy Gradientenfeld?

F(x,y)= - ' '
(X )’) i 8x2y2 N 7y6 ) Falls ja: Potenzialfunktion f ?

Heuristisches Vorgehen (Probieren geht tiber Studieren)

[12xp°dx = 6%y + p(y)+ €y
j(lezyz + 7y6) dy = 6x2y3 + )’7 +4q(x)+C;
Vergleich:
f(x,y)= 6x2y3 +y'+C
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Beispiel

3
12xy Gradientenfeld?

F(x,y)= - ' '
(X )’) i 8x2y2 N 7y6 ) Falls ja: Potenzialfunktion f ?

Heuristisches Vorgehen (Probieren geht tiber Studieren)

[12xp°dx = 6%y + p(y)+ €y
j(lezyz + 7y6) dy = 6x2y3 + )’7 +4q(x)+C;
Vergleich:
f(x,y)= 6x2y3 +y'+C

52



Eindeutigkeitssatz:

grad(f) =grad(g) & f=g+C

Konstante

53



Bewels

fx:gx und fy:gy



Beweis
fx:gx und fy:gy

df( x, de( x,
=8 = f(ix)’O): g(()];y()) = f(x’yO):g(xayO)_l'Cl




Bewels

fx:gx

fx:gx
Iy =8y

und  fy, =g,y

df(x.y0)  de(x,
f(;cxyo): g(gxyo) = F(nyo)=g(6y0)+C

— f(xo,Y) = g(xo,y)+C2




Beweis
fx:gx und fy:gy

df( x, de( x,
=8 = f(;ix)’O): g(;;YO) = f(x’yO):g(xayO)_l'Cl

fy = 8y = f(xo,y)=g(x(),y)+C2

Im "Kreuzungspunkt" (xo, yo) ist C; = Cy



Beweis
fx:gx und fy:gy

df( x, de( x,
=8 = f(;ix)’O): g(;;YO) = f(x’yO):g(xayO)_l'Cl

fy = 8y = f(xo,y)=g(x(),y)+C2

Im "Kreuzungspunkt" (xo, yo) ist C; = Cy

Somit f =g+ (Tf
C:C1:C2
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Beweis
fx:gx und fy:gy

df( x, de( x,
=8 = f(;ix)’O): g(;;YO) = f(x’yO):g(xayO)_l'Cl

fy = 8y = f(xo,y)=g(x(),y)+C2

Im "Kreuzungspunkt" (xo, yo) ist C; = Cy

Somit f =g+ (Tf
C:C1:C2
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Beweis
fx:gx und fy:gy

df( x, de( x,
=8 = f(;ix)’O): g(;;YO) = f(x’yO):g(xayO)_l'Cl

fy = 8y = f(xo,y)=g(x(),y)+C2

Im "Kreuzungspunkt" (xo, yo) ist C; = Cy

Somit f =g+ (Tf
C:C1:C2
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Wie finden wir die Potenzialfunktion?
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Erinnerung

(Hauptsatz)
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Erinnerung

‘ Integrationsvariable s ‘

Y
h(x)—h(xg)= Jh’(s) ds

X0

(Hauptsatz)
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Neu

f(xy)= f(x0.y0) =

64



Neu

f(x,y)—f(XOaYO):
:(f(x,y())—f(x()a)’O))+(f(x’Y)_f(x’)’()))

65



Neu

f(x,y)— f(XOaYO) =
(£ (o) F(x0o30))+ () £ (530

J/

Vv

J fx(say()) ds

X0
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Neu

f(x,y)— f(XOaYO) =
o) a5 150)

J/

'

J fx(s’yO) ds

X0

‘ Integrationsvariable s ‘

67



Neu

flx,y)- f(xoaYO) -
:(f(x,yO)—f(xo’yO))Jf(f (x.9)= £ (x.%0))

/ o
e V

X
xtdt

o (5,30) ds
ST P

‘ Integrationsvariable s ‘ ‘ Integratlonsvarlable t ‘
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Neu

f(x,y)—f(xoa)’o) =
= ((x30) = £ (x0-30))+ (£ (3) = £ (x:30))

_ N\
Vv v

)Jgfx(S,yo)dS Tfy(x,t)dt

X0 Yo
Also

X Y
flxy)= fo(SaYO)dH ny(x,f)d“f f(xo,y()}

X0 Yo Integrations-
konstante
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Brav um die Ecke

y

¢ (x,y)
y
J fy (x.1)de
Yo

Y0
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Existenzsatz (ohne Beweis)

F(x,y)= Bgi;} auf R gegeben,

stetig differenzierbar (das heibt uy,uy,v,,v, stetig)

und uy, =v,

X Y
= F=grad(f) mit f(x,y)z Ju(s,yo)ds+ Jv(x,t)dt+C
X0 Yo
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Existenzsatz (ohne Beweis)

F(x,y)= BE:;;H auf R gegeben,

stetig differenzierbar (das heiBt u,,u,,v,,v, stetig)

Y’ Y

und uy, =v,

?

Integrabilitdtsbedingung ‘

X

Y
= F=grad(f) mit f(x,y)= Ju(s,yo)ds+ Jv(x,t) dr +C
X0 Yo
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Existenzsatz (ohne Beweis)

F(x,y)= KE?;}H auf R gegeben,

stetig differenzierbar (das heiBt u,,u,,v,,v, stetig)

Y’ Y

und uy, =v,

?

Integrabilitdtsbedingung ‘

X

Y
= F:grad(f) mit f(x,y)z Ju(s,yo)ds+ Jv(x,t) dr+C

T X0 Yo

F ein konservatives
Vektorfeld

73



Existenzsatz (ohne Beweis)

F(x,y)= KE?;;H auf R gegeben,

stetig differenzierbar (das heiBt u,,u,,v,,v, stetig)

Y’ Y

und uy, =v,

?

Integrabilitdtsbedingung ‘

X

Y
= F:grad(f) mit f(x,y)z Ju(s,yo)ds+ Jv(x,t) dr+C

R

F ein konservatives f die zugehorige
Vektorteld Potenzialfunktion

74



Beispiel

— X
X —
_ Y Y

75



Beispiel

M(X,y) — xzf_yz
V(X,y) = x2_)|;_y2

Integrabilititsbedingung?

76



Beispiel

— X
M(X,y)_ x2+y2 F( )_
()= -
vix,y)= i
?

Integrabilititsbedingung?
—X-2y

u

y >
(%457




Beispiel

X

u(x,y)=—

X+

V(X,y) = x2_)|;_y

Integrabilititsbedingung?
—X-2y

u

y 2
(%457
—y-2x

2
(%)%

Vy =




Beispiel

__ X :
u(x’y)_x2+y2 x2+y
) F(x,y) = v
V(X,Y)— x2+y2 _x2_|_y
?
Integrabilititsbedingung? — uy,=v,
—X-2y
u —
g ()C2 +y2 )2
—y2x
V. =
X (xz +y2 )2

Integrabilitatsbedingung erftillt




u(X,y) = xziyz
v(x,y) = xziyz

fx,y)= TM(S,yQ)dS-l- Tv(x,t) dr+C

X0 Yo
X Y
_ s t
f(x,y)—J. 5 2ds+J. —— dt+C
\) +y0 X+t
20 L )

1 )

80
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o
U= S2 + y(2)

‘ Substitution ‘

82



‘ Substitution ‘

83



X X
2 2 2 2 2 2
11:_[ 2S > dS:%hl(S +y0) | zéln(x +y0)—%hl(XO +y0)
0

‘ Substitution ‘

84



X
11:J. zszdszlln(sz+y0)|
\) +y0 2
X0 X0
J . ds:ljldu:lln(|u|)
S2+y(% 2J u 2
u:s2+y(2) du =2sds
Analog
Y
=[5t dr=1in(x*+y%)-
2 X2+t 2 Y

In

2 2
X0 T 0

85

|



86









ln(x2 +y2)—%ln(x8 +y8)+ C

N J/
—

C*




X
— s _ 1 2 2) 1 2 2
Il_J.s2+y§ ds—zln(x +y0) 2ln(xo +y0)
X0
( 1 2 2 1 2 2
I= [t dr=Lin(x? + %)~ Lin(x? +3)
2 Jx2+t2 2 Y )2 Y0
Yo
X Y
_ s t _1 2 2
f(x,y)-fs2+yg ds+J‘xZ+t2 dt+C—2ln(x +y )
20 Y0
I )
f(x,y)z%ln(x +y2)—|—C*:ln(\/x +y2 +C*

1

2

In

2

X0 +y8)+C

—

C*

90



flx,y)= ln(\/x2 + y2

+C*

—

grad(f)=

91



flx,y)= ln(\/x2 + y2

Kontrolle:

0

0x

flxy)=

J
0 In

+C*

()

[ X
2
x“+y
o grad(f)=|
_x2+y
1 2x X

92



flx,y)= ln(\/x2 + y2

Kontrolle:

0

0x

flxy)=

J
0 In

+C*

()

X
2
x“+y
o grad(f)=|
_x2+y
1 2x X

93



Flxy) = ln(\/xz s )ecr e mma(n)=|
R

Kontrolle:

if(x y):iln(\/x2+y2 = 1 . 2x — X

ox ’ ox [2 2 2 [24 )2 % +y?

Y

12y
2,.2
JxZ+y? 2\/x2 +y? Xy

a%f(x,y) = a%ln(\/x2 +y2

94



—

grad(f)=

95



—

grad(f)=

96
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Weg und Wegintegral

{}

Assoziationen
zu Weg

99



Weg und Wegintegral

{}

Assoziationen
zu Weg

Nel mezzo del cammin di nostra vita
mi ritrovai per una selva oscura
ché la diritta via era smarrita.

100



Weg und Wegintegral

{}

Assoziationen
zu Weg

Nel mezzo del cammin di nostra vita Lebensweg
mi ritrovai per una selva oscura
ché la diritta via era smarrita.

LA DIVINA COMMEDIA
di Dante Alighieri
INFERNO

Canto I 01



Beispiel:

Weg: Wanderung in Schottland

Wegintegral: (Beispiel im Beispiel)

Ziel
totale Regenmenge = j Regendichte ds
Start

102



Beispiel:

Weg: Wanderung in Schottland
(Atomkraftwerk in der Nihe)

Wegintegral: (Beispiel im Beispiel)
Ziel

totale aufgenommene Strahlung = J Strahlungsintensitét ds
Start

103



Parameterdarstellung eines Weges (einer Kurve)

104



Parameterdarstellung eines Weges (einer Kurve)

—— ) — t
a b P(a)

| Parameter]
x(t) —
£(1)=| y(1) x/’t y

Ortsvektor
Vektorspitze beschreibt Weg 105




Beispiel: Kreis

106



Beispiel: Kreis

1

107



cos (¢
Beispiel: Kreis x(1) ={ ( )}

te|0,2m|

108



[
Beispiel: Kreis x(t)= {COS( )}

y
5 ! 1.
! v

t€[0,2m] te|-m,m]

109



Beispiel: Kreis

te[O,\/ﬁ}

110



21|

9

-
| S
W
~
— «
TN A/~
~ ~
5} A
o .E
Q 9}
l
|
—~
~
~~—"
o=
mC.
. v—
<
o v—

Schraubenl

Ansicht

111



VS

1 01iTag,
Ay

(.
W17,

R
QR
10>
Q5D
QSR

2%
700

(1)

X

1mic

Schraubenl

Von vorne
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VS

////‘
SHY
SOz
X
>

(77

U

1 01iTag,
AT g,

)

n

i
Wyt

STy

8!

Lt

weiny

AN

”.
..ru

1)
)

<,

A
7
(S

<

A
o,

(1)

X

1mic

Schraubenl

Von oben

Von vorne
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VS

////‘
SHY
SOz
X
>

(77

U

1 01iTag,
AT g,

)

n

i
Wyt

STy

8!

Lt

weiny

AN

”.
..ru

1)
)

<,

A
7
(S

<

A
o,

(1)

X

1mic

Schraubenl

Von oben

Von vorne
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i

, te[O,
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i

Ir T\III

, telo,12m |
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i

Ir T\III

, telo,12m |
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),
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120



Wechselstrom

121



Kurve:

Ableitung:

122



Geometrische Situation

Ableitung:
%(fo) = lim x(tf:f("))
t—ty 0

123



Rechnerisches Vorgehen

Kurve: x(t)=| y(¢)

Ableitung: X(¢)= lim

124



Rechnerisches Vorgehen

Ableitung:

(1) = tl;ntl =lo
0
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Rechnerisches Vorgehen

Ableitung:
- K()-0) o)
x(tg) = tlg? 1y };‘? i y(t)=(t0)
’ D La()-z(n) |

126



Rechnerisches Vorgehen

Ableitung:
(-1 x ()= x(to)
i’(to)z lim = t_f 9L = lim # y(t)—y(to)
=1t 0 t—t 0
z(1)=z(1)
x(t)=x(1y)
t—1,
— im y(1)-y(1)
t—1 t=lo
z(t)-z(1o)
ity |

127



Rechnerisches Vorgehen

Ableitung:
%(fo) = lim x(?j(t“)
t—ty 0
- x(1)=x(10)
t—t,
— im (1)=y(19)
t—ty| 700
z(t)-z(t0)
t—t,

128



Rechnerisches Vorgehen

Ableitung:
%(fo) = lim x(?j(t“)
t—ty 0
- x(1)=x(10)
t—t,
— im (1)=y(19)
t—ty| 700
z(t)-z(t0)
t—t,

129



Rechnerisches Vorgehen

Kurve: x(t)=|y()

Ableitung: x(1)=|y(z)

Komponentenweises Ableiten

130



Gleichmalig
durchlaufener Kreis

()| )|

sin(t)

(- )|

cos(?)

X(1) =1

131



Gleichmalig Beschleunigt durchlaufener Kreis
durchlaufener Kreis
COS (t2 )

()= {cos(t)} X(t)= . (ﬁ)

sin(t)

132



Gleichmalig
durchlaufener Kreis

()| )|

sin(t)

Beschleunigt durchlaufener Kreis

o)

Innere
Ableitung

—sin(¢? |2t —sin(z?
o | Tl
cos(t )2t cos(t )

133



P(a)

Kleine Anderung

134



P(a)

Kleine Anderung
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P <
S
—~
~
|l

1
=~

C

o

)

~—~

~

I
~
Mm
Q]
>

P X

136









()= "] elel

rsin(t)

X(r)= {;rc:: ((tﬂ

=1

P <
S

P X

b
s = ert:r(b—a)

a

139



b




b

cos(?)

4

sin

Il
—~
~
~—

ke




b

cos(?)

4

sin

(1)=

ke




te|0,2m]

b

cos(?)

4

sin

cos(?)

(1)=

t=

t)=

143



x(t)=|sin(z) |, te[0,2n]

| —sin(7) |
x(t)=| cos(t)
1
%(r)|=~2

2T 21
s= [ [f(e)|dr= [V2dr=~22m
0 0

144



||
o*—.gf
Hl

¢(t)|dr = _[x/_dt J22m

145



Demo mit Folie

¢(t)|dr = j\/_dr—\/_zn

||
o*—.gf
Hl

146



Wegintegral einer Funktion

Weg: x(t),tela,b]

Funktion: ®(x,y,7)

B b
Wegintegral: J.CD(x,y,z)ds = J.d)(ic’(t))‘i’(t)‘dt

A a

147



Integrale Strahlenbelastung

148



Integrale Strahlenbelastung

Vergleich zweiler Wege
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Integrale Strahlenbelastung

Vergleich zweiler Wege

150
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152



153




+1

_ 1
v, = Sdr
-1

T

Das Roslein
am Wege

154



+1
Y. = J- idt = arctan (1) — arctan(—1)
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) : X'(t):{

—cos(t)
sin(t)+1

} el

157



. x(r){_c‘”(”} te[o,n]:;(t):{sm(tq

sin(7)+1

158



) : X'(t):{

—cos(t)
sin(t)+1

| reloal=i

159



b4

o F(1)= { —cos(?)

(%)

I

sin(7)+1

dr

| reloal=i

cosz(t)+(sin(t)+1)2

160



" > X
N —cos(?) . Loy sin(¢) LN
ey X(1)= Lin(t)+ J, tel0,m]=%(r) = Los(t)} = |x(1)| =1
gcos +(sin(z ) :2£2+2Cltin(t):

2 Mal die Hilfte, und einiges gerechnet:
cos’ (t) + (sin(t) + 1)2 = cosz (t) +sin? (t) + ZSin(t) + 1

161



" > X
N —cos(?) . Loy sin(¢) LN
ey X(1)= Lin(t)+ J, tel0,m]=%(r) = Los(t)} = |x(1)| =1
gcos +(sin(z ) :2£2+2Cltin(t):

2 Mal die Hilfte, und einiges gerechnet:

cos” (1)+ (sin(t) + 1)2 = cos” (1)+ sin” (£)+2sin(z)+1=2+2sin(¢)

]

162



e x(t):{_“’s(t)} te[o,n]:;(t):{sm(tq:\;(t)\:1

sin(7)+1

n 2 2
¥, = dt =24 = | W&
%) gcosz(t)+(sin(t)+l)2 £2+231n(t) £1+sm(t)

163



T
—cos(?) : sin(¢) .
o x(t)= - tel|l0,m|=x(t)= = (x(t)| =1
s 3(0)=| O efoal =< s o)
n ) 2 ) 2 ]
&) gcosz(t)+(sin(t)+1)2 £2+251n(t) £1+sm(t)
%
:J dr Zwischen 0 und %sind
01+cos(t)

sin(t) und cos(t) spiegelbildlich.

164



1 =
N —cos(?) . Loy sin(¢) LN
ey X(1)= Lin(t) X J, tel0,m]=%(r) = LOS(tJ = |x(1)| =1
_ T dz _ i dz _% de
LPC2 - gcosz(t)+(sin(t)+1)2 - 2£ 2+2sin(r) £1+sin(t)
:? dt TT 2d0 _
" I+cos(?) n 2 cos*(6)

165



Nebenrechnung

T

2

_ dr
‘PCZ - j1+cos(t)
0
Substitution: 6 = % = 2d0=dt
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Nebenrechnung
T

2

_ dr
\PC2 - J1+cos(t)
0
Substitution: 6 = % = 2d0=dt
Grenzen: t | 0= %

S oA
S ~|A

167



L
_ dt _ 2d6
LPcz B J1+cos(t) B J1+cos(29)
0 0
Grenzen: t | 0= %

S oA
S ~|A

168



Nebenrechnung

T

T
i h 2d6
‘{’02 - J1+cos J1+cos (26)
0 0
0 =

Substitution: = 2d0=dt

Grenzen: t 10=3

| =&
2| 4
0 0

Nebenrechnung in der Nebenrechnung

1+ cos(20)

169



Nebenrechnung

T

T
i 4 2d6
‘PCZ - j1+cos J1+cos 20)
0 0
6=

Substitution: = 2d0=dt

Grenzen: t |0=3

| =&
2| 4
0 0

Nebenrechnung in der Nebenrechnung

1+ cos(26) =1+ cos? (8) —sin* ()
+

‘ Additionstheorem ‘

170



Nebenrechnung

T

T
i 4 2d6
‘{’02 - J1+cos J1+cos 20)
0 0
6=

Substitution: = 2d0=dt

Grenzen: t |0=3

| =&
2| 4
0 0

Nebenrechnung in der Nebenrechnung

1+ cos(260) =1+ cos? (8) —sin” (8) = 1 — sin” (8) + cos* (6)
+

‘ Additionstheorem ‘
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Nebenrechnung

T

T
i h 2d6
‘{’02 - J1+cos J1+cos (26)
0 0
0 =

Substitution: = 2d0=dt

Grenzen: t 10=3

| =&
2| 4
0 0

Nebenrechnung in der Nebenrechnung

1+ cos(260) =1+ cos? (8) —sin? (8) = 1 — sin” (8) + cos (6) = 2 cos? ()
N R e/

3
6
‘ Additionstheorem ‘ cos”(6)
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Nebenrechnung

T

T 1Y
2 4 4
N J' J‘ 2de J‘ 2d6
) 1+cos 1+cos( 29) 20082(9)
0 0 0
6 =

Substitution: = 2d0=dt

Grenzen: t 10=3

LG 14
2 4
0 0
Nebenrechnung in der Nebenrechnung

1+ cos(260) =1+ cos? (8) —sin? (8) = 1 — sin” (8) + cos (6) = 2 cos? ()
N R e/

3
6
‘ Additionstheorem ‘ cos”(6)

173



|
N —cos(?) . Loy sin(¢) LN
ey X(1)= Lin(t) X J, tel0,m]=%(r) = LOS(tJ = |x(1)| =1
_ T dr _ 2 dt _% dr
LPC2 - gcosz(t)+(sin(t)+1)2 - 2£ 2+2sin(r) £1+sin(t)
:? di TT 2d0 _
" I+cos(z) n 20082(9)

174



1 T
N —cos(?) . Loy sin(¢) LN
Cy: x(t)_Lin(t)H} tE[O,ﬂ:]:x(t)—[cos(t)}:}‘x(t)‘—1
¥ T dr 2:25 dr :E dr
2 gcosz(t)+(sin(t)+l) £2+231n(t) £1+sm(t)
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1 T
N —cos(?) . Loy sin(¢) LN
Cy: x(t)_Lin(t)H} tE[O,ﬂ:]:x(t)—[cos(t)}:}‘x(t)‘—1
¥ T dr 2:25 dr :E dr
2 gcosz(t)+(sin(t)+l) £2+231n(t) £1+sm(t)
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S
4

relevante
Kraftkom-

ponente
|F|cos(y)

WE@Chtqu
-

178



S

4

Wegorj
relevante it 1Chtung\

Kraftkom-

ponente

|F|cos(y)

P(D)
Integrale Arbeit = J |dx||F|cos(y)
P(a)

179



S

4

relevante
Kraftkom-

ponente

|F|cos(y)

P(b) P(b)
Integrale Arbeit = J. |dx| |F|cos(y) = J. dx F

Pla) Pla) £

Skalarprodukt

180



Erinnerung: Skalarprodukt

181



S

4

relevante
Kraftkom-

ponente

|F|cos(y)

P(b) P(b)
Integrale Arbeit = J. |dx| |F|cos(y) = J. dx F

Pla) Pla) £

Skalarprodukt

182



S

4

relevante
Kraftkom-

ponente
|F|cos(y)

P(D) P(D) b
Integrale Arbeit = J. |dx| |F|cos(y) = J. d5éF=J.F5'c’(t)dt

P(a) P(a) {} a

Skalarprodukt

183



Wegintegral:
u(x,y,2)
Vektorfeld: F(x,y,z)=| v(x,y,2)

_w(x,y,z)_

184



Wegintegral:
u(x,y,2)
Vektorfeld: F(x,y,z)=| v(x,y,2)

w(x,y,2)

)
Weg c: x(t)=|y(t)|, telab]
)

185



Wegintegral:

Vektorfeld: F (x, y,z) =
x(t
Weg c: x(t)=| y(t
z(1

Wegintegral = JF dx =

C

u(x,y,z)
v(x, y,z)
w(x,y,z)

; te[a,b]

Fx(t)dt

186
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(Vektoren zu kurz gezeichnet)

187



(Vektoren zu kurz gezeichnet)

Beispiel:  F(x,y)= {—y}
X

Radialer Weg ¢

vom Zentrum nach auflen

W[5 e

Immer Seitenwind

188
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Beispiel:  F(x,y)= {—y}
X

Kreisweg ¢y

. {rcos(t)

rsin(t)

}, te|0,2n]

Immer Riickenwind

(Vektoren zu kurz gezeichnet)

194
























/.
Konservatives Vektorfeld: F = grad(f)= [ fx
Y

c: fc(t)z{x(tﬂ . relab]

202



Konservatives Vektorfeld: F = grad( f ) = [

c: fc(t)z{x(tﬂ . relab]

Jx
Iy

|

203



Konservatives Vektorfeld: F = grad( f ) = [

Vi
S

.



Konservatives Vektorfeld: F = grad( f ) = [

Vi
S

.



I
Konservatives Vektorfeld: F = grad( f ) = f
Yy

~ ’ - b Jx x,<f)
{Fd“i”“”t:ﬂfj{y%t)}d’
’ v x(t
= (£ 0+ Ay (0))ar = [LE g

206



I
Konservatives Vektorfeld: F = grad( f ) = f
Yy
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I
Konservatives Vektorfeld: F = grad( f ) = f
Yy
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I
Konservatives Vektorfeld: F = grad( f ) = f
Yy




Konservatives Vektorfeld: F = grad(f)= B}}
Y

dexf)f()

Potenzial-
differenz
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Konservatives Vektorfeld: F = grad(f)= [?}
Y

JFdxf)f()

Potenzial-
ﬁ differenz

Weg von A nach B
spielt keine Rolle B

211



J:
Konservatives Vektorfeld: F = grad(f)= [ fx
Y

Folgerung fiir "Rundintegral”

Roundtrip

212



