Modul 115 Extrema. Integration



Extrema



Extrema

Erinnerung: y = f(x)




Extrema

Erinnerung: y = f(x)

Extremum = f’(x)=0



Extrema

Erinnerung: y = f(x)

Extremum = f’(x)=0

X



Extrema

Erinnerung: y = f(x)

Extremum = f’(x)=0

X

7(x)<0, f'(x)=0 = Maximum

X

7(x)>0, f'(x)=0 = Minumum

X



Extrema

Erinnerung: y = f(x)

Extremum = f’(x)=0

X

7(x)<0, f'(x)=0 = Maximum

X

7(x)>0, f'(x)=0 = Minumum

X

Wendepunkt = f”(x)=0

X



Neu: z=f(x,y) Funktionzweier Variablen



Neu: z=f(x,y) Funktionzweier Variablen

Extremum = grad(f)=0 das heiBt f, =0 und f, =0




Neu: z=f(x,y) Funktionzweier Variablen

Extremum = grad(f)=0 das heiBt f, =0 und f, =0

‘ Bezeichnung ‘

Wird im Sommer
ausfiihrlich besprochen.




Neu: z=f(x,y) Funktionzweier Variablen

Extremum = grad(f)=0 das heiBt f, =0 und f, =0

und A >0, f,, >0 = isoliertes Minimum
und A >0, f,, <0 = 1isoliertes Maximum
und A<O = Sattelpunkt

keine Aussage moglich




Beispiel: f(x,y) = xy

12



Beispiel: f(x,y) = xy
ara()=| | = ma(r)(00)=[|-0
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Beispiel:f(x,y) = Xy

ara()=| | = ma(r)(00)=[|-0

S =0 fxyzl
fix =1 fyy=0
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Beispiel:f(x,y) = Xy

ara()=| | = ma(r)(00)=[|-0

S =0 fxyzl
fix =1 fyy=0

A(0,0) = det[{fxx T D = det
fyx fyy
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Beispiel:f(x,y) = Xy

ara()=| | = ma(r)(00)=[|-0

S =0 fxyzl
fix =1 fyy=0

A(0,0) = detufxx T D = det
fyx fyy

()

1<0 = Sattelpunkt
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Beispiel: f(x, y) = xy Sattelpunkt im Ursprung
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Beispiel: f (x, y) = xy Sattelpunkt im Ursprung

18



//M

k




Beispiel: f(x,y) = x

3

— 3xy?
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Beispiel:f(x,y) = x> — 3xy2

grad(f) {

3x% — 3y2

| enatri00)-[;)

0
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Beispiel:f(x,y) = x> — 3xy2

grad(f) {

Jrx = 6x

3x% — 3y2

fxy — _6y

| enatri00)-[;)

fyx :_6y fyy =—0x

0
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Beispiel:f(x,y) = x> — 3xy2

mal1)=| > 2| amatp)00)-[ -0

Jrx =0x fxy =—0y
fyx — _6y fyy =—6x

A(x,y) = det Jor T =det([ ox o D=—36x2—36y2
fyx fyy _6y —0x
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Beispiel:f(x,y) = x> — 3xy2

mal1)=| > 2| amatp)00)-[ -0

Jrx =0x fxy =—0y
fyx — _6y fyy =—6x

A(x,y) = det Jor T =det([ ox o D=—36x2—36y2
fyx fyy _6y —0x

A(0,0)=0 Keine Aussage moglich
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3

Beispiel:f(x,y) =X~ —3xy

Affensattel



Beispiel: f(x,y) = X - 3xy2

Affensattel

I\

Ny
—

)

/N




Beispiel: f(x,y)=x

2

+y2
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Beispiel: f(x,y) = x* + y2

ami(1)=[ 3] ama()0.0)=| |

0
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Beispiel: f(x,y) = x* + y2

ard(1)=| 1| ema(1)0.0)=| |-

Jxx =2 fy=0
fyx:O fyy:2
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Beispiel: f(x,y) = x* + y2

ard(1)=| 1| ema(1)0.0)=| |-

Jxx =2 fy=0
fyx:O fyy:2

A(x,y)= deﬂ;z ;’; D — det([(z) gD =4

30



Beispiel: f(x,y) = x* + y2

ard(1)=| 1| ema(1)0.0)=| |-

Jax =2 fxy:O
fyx:O fyy:2

A(x,y)= deﬂ;z ;’; D — det([(z) gD =4

A(0,0)=4>0 = Extremum
f:(0,0)=2>0= isoliertes Minimum
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Beispiel:f(x,y) =x% + y2

32



Beispiel: f(x,y)=x

33



Beispiel: f(x,y) = x> — 2xy + y2 =(x- )’)2
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Beispiel: f(x,y) = x> - 2xy + )’2 = (x - Y)z
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Beispiel: f(x,y) = x> - 2xy + )’2 =(x-)

grad(f) =[

2x—2y
—2x+2y

f(x,x)zO

| ema(r0.0-|o -0
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Beispiel: f(x,y) = x> - 2xy + )’2 =(x-)
f(x,x)=0
2x—2 0] ~
grad(f)z[_zxx_l_zyy} grad(f)(O,O):{O}:O
fxx =2 fxy ==2

Jyx=72 fyy=2
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Beispiel: f(x,y) = x> - 2xy + )’2 =(x-)
f(x,x)=0
2x—2 0] ~
grad(f)z[_zxx_l_zyy} grad(f)(O,O):{O}:O
fxx =2 fxy ==2

fw==2 fyy =2

A(x,y>:det[{;z j}yﬂdt[ﬁ ‘ZZDZO
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Beispiel: f(x,y) = x> - 2xy + )’2 =(x-)
f(x,x)=0
2x—2 0] ~
grad(f)z[_zxx_l_zyy} grad(f)(O,O):{O}:O
fxx =2 fxy ==2

fw==2 fyy =2

A(x,y>:det[{;z j}yﬂdt[ﬁ ‘ZZDZO

A=0 Keine Aussage moglich
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Beispiel: f(x,y) = X = 2xy+y” = (x - Y)z

Fallt er in den Graben,

fressen 1thn die Raben.




Beispiel: f(x,y) = X = 2xy+y” = (x~)

Nicht isoliertes Minimum fiir y = x

41



Implizite Darstellungen

x2+y2—1=O

Explizit als Funktion darstellen?
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Nach y auflosen:

y=g4(x)= 1-x”

—_

Wurzel ist positiv
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Nach y auflosen:

y=g(x)=Vl-x

2
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Nach x auflosen:
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Nach x auflosen:
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Einheitskreis: Niveau Null




Tangenten an Niveaulinien

flxy)=c
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Tangenten an Niveaulinien — f(x,y)=c

grad ( f )
{J

Trick/Erinnerung;:

grad( f) L Niveaulinie
= grad( f ) | Tangente
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Erinnerung Schule:
Implizite Geradengleichung:

ax+by+d=0

-

%r_/
Normalenvektor
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Erinnerung Schule:
Implizite Geradengleichung: ~ @X+by+d =0

Y
8 Beispiel: 3x+4y—12=0 _ [a
— n=
b
%/_/
Normalenvektor

Y
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Erinnerung Schule:
Implizite Geradengleichung: ~ @X+by+d =0

Y
8 Beispiel: 3x+4y—12=0 _ [a
— n=
b
%f_/
Normalenvektor

Y
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Erinnerung Schule:
Implizite Geradengleichung:

ax+by+d=0

-

%r_/
Normalenvektor
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Erinnerung Schule:

Implizite Geradengleichung:

Somit;:

ax+by+d=0
_ a
— n=
b
%/_/
Normalenvektor

ji = grad(f) = pr }
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Erinnerung Schule:

Implizite Geradengleichung:

Somit;:

Tangente:

ax+by+d=0

-

%/_/
Normalenvektor

ji = grad(f) = By }

xfx+yfy+ch=O
?
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X fx (Xo,y0)+y fy (x()’y())_l_

d
x
0

=0
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Xfx(XO,y())'Fny(xO’yO)_l_%’:O
?

= d=—(xo fx(XOaYO)JFYO fy(xO’yO))
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Xfx(XO,y())'Fny(xO’yO)_l_%’:O
?

= d=—(xo fx(XOaYO)JFYO fy(xO’yO))

Somit Tangente im Punkt (xo : yo)

(x=x0) fx (%0.50) + (¥ = ¥0) £y (x0.30) =0
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xfx(x(),y())+yfy(XO’YO)_I_CTl:O
?

= d=—(xo f(x0.50)+ 0 fy (x0-30))

Somit Tangente im Punkt (xo : yo)

(x=x0) fx (%0.50) + (¥ = ¥0) £y (x0.30) =0
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Beispiel:

Kreis mit dem Radius r:

60



Beispiel:
Kreis mit dem Radius r: x° + y2 —r? =0
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Beispiel:
Kreis mit dem Radius r: x° + y2 —r? =0

f(x,y)=x2+y2—r2

Kreis: Niveau Null
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Beispiel:
Kreis mit dem Radius r: x° + y2 —r? =0
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Beispiel:
Kreis mit dem Radius r:
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Beispiel:
Kreis mit dem Radius r: x“ +y~ —r" =

(x=x0) fx (x0.30) + (¥ = y0) £y (x0.30) =0
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Beispiel:
Kreis mit dem Radius r: x“ +y~ —r" =

(x=x0) fx (%0.30) + (¥ = ¥0) £y (x0.30) =0

(x = x0)2x0 + (= 0)2y0 =0

66



Beispiel:

Kreis mit dem Radius r:

(x = x0)2x0 +(y—0)2y0 =0
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Beispiel:
Kreis mit dem Radius r:

(x = x0)2x0 +(y—0)2y0 =0

2 2
XXo + YYo = X0 + Yo

1’2
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Beispiel:
Kreis mit dem Radius r:

(x = x0)2x0 +(y—0)2y0 =0

2 2
XXo + YYo = X0 + Yo

xxg + yyo =1

Tangentengleichung
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Beispiel:
Kreis mit dem Radius r: XX+ Yy = r?

Tangentengleichung
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Beispiel:
Kreis mit dem Radius r: XX+ Yy = r?

Tangentengleichung

Beispiel: r =5
(%0.30)=(3.4)
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Beispiel:
Kreis mit dem Radius r: XX+ Yy = r?

Tangentengleichung

Beispiel: r =5
(%0.30)=(3.4)

Tangentengleichung

3x+4y=25

72



Beispiel:
Kreis mit dem Radius r: XX+ Yy = r?

Tangentengleichung

Beispiel: r =5
(%0.30)=(3.4)

Tangentengleichung

3x+4y=25

4y =-3x+25

y=—2x+2=-0.75x+6.25
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—0.75x+6.25
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Parabel: y=

(XO’)’O) :(%,i

)

X

2

= flxy)=y-x

Niveau Null
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Parabel :

(XO’)’O) :(

y:

1

1
2°4

)

X

2

= flxy)=y-x

Niveau Null
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Parabel: y=x> = f(x,y)=y—x> Niveau Null

(XO’)’O) :(%,i

fx =—2Xx fx(

N—



Parabel: y=x> = f(x,y)=y—x> Niveau Null

N—

(XO’)’O) :(%,i

fx =—2Xx fx(

Tangentengleichung: (x —xo) £, (%0, Y0) +(y = ¥0) £ (x0,¥0) =0
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Parabel: y=x> = f(x,y)=y—x> Niveau Null

(XO’)’O) :(%,i

fx =—2Xx fx(

N—

Tangentengleichung: (x —xo) £, (%0, Y0) +(y = ¥0) £ (x0,¥0) =0
(¥=3) D+(y=g)1=0
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Parabel: y=x> = f(x,y)=y—x> Niveau Null

(XO,YO)::(%ai

fx =—2Xx fx(

N—

Tangentengleichung: (x —xo) £, (%0, Y0) +(y = ¥0) £ (x0,¥0) =0
(¥=3) D+(y=g)1=0

1y _1_
—x+5+y—7=0
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y=x" (x0.30)= (2-3)
1

Tangentengleichung: y =x —



)

Tangentengleichung: y=x— i

(l 1
274

(X0-¥0)

2
X

y:
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Extrema mit Nebenbedingungen

Rodersdorf: Endstation Tram 10

Muariastein
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Extrema mit Nebenbedingungen

flx,y) ,,Gelande

M(x, y)=0 Nebenbedingung
implizite Darstellung eines Weges

Gesucht: Extrema von f(x, y) auf diesem Weg

Hochster Wegpunkt?
Tiefster Wegpunkt?
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Extrema mit Nebenbedingungen
(lokal) tiefster Wegpunkt

Vergleich mit Niveaulinien
des Gelandes
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Extrema mit Nebenbedingungen
(lokal) tiefster Wegpunkt

Vergleich mit Niveaulinien
des Gelandes

Weg im tiefsten Punkt
tangential an Niveaulinie

=> Parallele Gradienten

86



Extrema mit Nebenbedingungen
(lokal) tiefster Wegpunkt

Vergleich mit Niveaulinien
des Gelandes

Weg im tiefsten Punkt
tangential an Niveaulinie

=> Parallele Gradienten

(£)(x05¥0) = A4 - grad(¢)(x0,¥0)
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Gesucht:

(xo,yo) so dass
grad (f)(xo,0) = 4 - grad(¢)(x0. o)
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Gesucht: (xO, yo) so dass

grad(f)(x0,0 )= A - grad(9)(x0.0)
Methode:

F(x,y,A) = f(x,y)—A¢(x.y)

o /

Hilfsfunktion
inx,y,A

89



Gesucht: (xO, yo) so dass

grad(f)(x0,0 )= A - grad(9)(x0.0)
Methode:

F(x,y,A) = f(x,y)—A¢(x.y)

o /

Hilfsfunktion
inx,y,A

F, fre — D, scill
grad(F) =\ Fy |=| fy - /’L(py =
F), —0

Ol




Gesucht: (xO, yo) so dass
grad(f)(xo,0) = 2~ grad(¢)(x.¥0)

Methode:
F(x,y,?t} = f(x,y) — 7L¢(x,y)
Hilfsfunktion
inx,y,A
_Fx | _fx — )l,(j)x_ scill
grad(F)=| F, |=| fy =A@y | = 0
0/ B e A
fx _ lgbx —
£, - 20, =0 & grad(f)=A-grad(¢)



Gesucht: (xO, yo) so dass

grad(f)(x0,0 )= A - grad(9)(x0.0)
Methode:

F(x,y,A) = f(x,y)—A¢(x.y)

o /

Hilfsfunktion
inx,y,A

F, _fx — A9, | scill
grad(F): Fy |= fy—/’L(py =
F), —0

Ol

fx_ld)x:()

Py =O} & grad(f)=A-grad(¢)
y y

—p=0 & Nebenbedingung erfiillt



Beispiel : f(x,y) = X% +y?
Nebenbedingung : ¢(x,y) = % +y?-1=0

93



+y2
2
(x,y)="




Beispiel : f(x,y) = X% +y?

Nebenbedingung : ¢(x,y) = % +y?-1=0
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Beispiel : f(x,y) = X% +y?
Nebenbedingung : ¢(x,y) = % +y*—1=0
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Beispiel : f(x,y) = X% +y?
Nebenbedingung : ¢(x,y) = % +y*—1=0

N

-
AN
W
™

N
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Beispiel : f(x,y) = x* +y?
Nebenbedingung : ¢(x,y) = % +y>-1=0

F(x3,2) = f(3,3) = A9(x, ) = ¥+ = 4

x2

4

+y2—1)

98



I%Bmd:f@002x2+y2
N&mmamgmg:¢UU0:§ﬁﬁﬂ—1=O

F(x3,2) = f(2,3) = A9(x,y) = ¥+ = 4[5+ 7 —1]

!
F =2x—=2xA=0

1
x 2



Beispiel : f(x,y) = x* +y?
Nebenbedingung : ¢(x,y) = % +y>-1=0

F(x3,2) = f(2,3) = A9(x,y) = ¥+ = 4[5+ 7 —1]

!

F =2x—=2xA=0

1
x 2

!
F,=2y-2yA=0

100



Beispiel : f(x,y) = x* +y?
Nebenbedingung : ¢(x,y) = % +y>-1=0

F(x3,2) = f(2,3) = A9(x,y) = ¥+ = 4[5+ 7 —1]

!

F =2x—=2xA=0

1

x 2
!

F,=2y-2yA=0

!

101



Beispiel : f(x,y) = x* +y?
Nebenbedingung : ¢(x,y) = % +y>-1=0

F(x3,2) = f(2,3) = A9(x,y) = ¥+ = 4[5+ 7 —1]

!

—_— F =2x—2xA=0

1
x 2

!
F,=2y-2yA=0

!

—» x=0 oder 2—1A=0, das heifit 1 =4

102



Beispiel : f(x,y) = x* +y?
Nebenbedingung : ¢(x,y) = % +y>-1=0

F(x3,2) = f(2,3) = A9(x,y) = ¥+ = 4[5+ 7 —1]
— F, = 2x—%x/150
!
—+— F, = 2y —2yA=0

!

—» x=0 oder 2—1A=0, das heifit 1 =4
—3p y=0 oder 2—2A =0, das heilit A =1

103



Beispiel : f(x,y) = x* +y?

Nebenbedingung : ¢(x,y) = % +y>-1=0

F(x3,2) = f(2,3) = A9(x,y) = ¥+ = 4[5+ 7 —1]
— F,. = 2x—%x/l=!0
—— F, = 2y—2y/l=!0
, !

L F=—2 -y’ +1=0

—» x=0 oder 2—1A=0, das heifit 1 =4
—3p y=0 oder 2—2A =0, das heilit A =1

» Ellipsengleichung (Weg)

104



Beispiel : f(x,y) = x* +y?

Nebenbedingung : ¢(x,y) = % +y>-1=0

F(x3,2) = f(2,3) = A9(x,y) = ¥+ = 4[5+ 7 —1]
— F,. = 2x—%x/l=!O
—— F, = 2y—2y/l=!0
, !

L F=—2 -y’ +1=0

—» x=0 oder 2—1A=0, das heifit 1 =4
—3p y=0 oder 2—2A =0, das heilit A =1

» Ellipsengleichung (Weg)

x=32,y=0,1=4| Maximum

Losungen :

x=0,y=%x1,A=1| Minimum

105



Integration in mehreren Variablen

[[ r(x.y)dxdy

A

‘ 2-dim Bereich \

106



Integration in mehreren Variablen

[[ r(x.y)dxdy
A

‘ 2-dim Bereich \

[[] £(x.y.2)dxdydz
A

‘ 3-dim Bereich \

107



Erinnerung

b
Jf (x)dx = "Fliche unter der Kurve"
a

Integrationsbereich [a,b] eindimensional

108



” f(x,y)dxdy = "Volumen unter der Flache" mit Grundfldche A
A

A° = fx, y)

109



Beispiel: f(x,y) = cos(x + )

A= [O,%}x 10,7t] = {(x,y)‘ X € [0,%}, y € [O,n]}

110



- kg
I= [ fer.y)dxdy=| jcos(x+y)dx dy
A 0[O0
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- kg
I= [ fer.y)dxdy=| jcos(x+y)dx dy
A 0[O0

x=2

I
2

I = J.cos(x+y)dx =sin(x+y) | 2
0 x=0

112



- kg
I= [ fer.y)dxdy=| jcos(x+y)dx dy
A 0[O0

_n
=5

cos(x+y)dx=sin(x+y) |
x=0

112

O — 3

= sin(% + y) —sin(y) = cos(y)—sin(y)

113



- kg
I= [ fer.y)dxdy=| jcos(x+y)dx dy
A 0[O0

_n
=5

cos(x+y)dx=sin(x+y) |
x=0

112

O — 3

= sin(% + y) —sin(y) = cos(y)—sin(y)
Nebenrechnung:
sin(% + y) = sin( )cos(y) + cos(%)sin(y) = cos(y)

H/_/ H/_J
1 0

NS

114



cos(x+ y)dx |dy

|
=Rl

1= ] fxyydxdy=|
A 0

'

_Ilzcos(y)—sin(yJ)_

115



cos(x+ y)dx |dy

(O V|3

1=[]feey)dedy= |
A 0

'

_Ilzcos(y)—sin(yJ)

(cos(y) — sin(y))dy = (sin(y) + cos(y))I

O —— 3
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cos(x+ y)dx |dy

(O V|3

1=[]feey)dedy= |
A 0

'

_Ilzcos(y)—sin(yJ)_

(cos(y) — sin(y))dy = (sin(y) + cos(y))I

[
O —— 3

0-1)-(0+1)=-2

Il
—~

117



> Int( Int(cos(x+y), x=0..P1/2 ), y=0..P1)
= int( int(cos(x+y), x=0..P1/2 ), y=0..P1);

2 T

T .l
J. J. cos(x+vy)dxdy=-2
00
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> Int( Int(cos(x+y), x=0..P1/2 ), y=0..P1)
= int( int(cos(x+y), x=0..P1/2 ), y=0..P1);

mLl2m
J. J. cos(x+vy)dxdy=-2
00

> Int( Int(cos(x+y), y=0..P1 ), x=0..P1/2)
= 1nt( int(cos(x+y), y=0..P1), x=0..P1/2);

/21 T
J. J. cos(x+v)dydx=-2
0 0
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Kreisscheibe mit Radius r

A={(p.9)p € [0,r], ¢ € [0,2r]}

120



Kreisscheibe mit Radius r

A={(p.¢)p e [0.r], ¢ € [0,2n]}

Sektoren Ringe
121



Polarkoordinaten

P <

x = pcos(9)
y = psin(¢)
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Kreisscheibe mit Radius r

A={(p.¢)p e [0.r], ¢ € [0,2n]}

Sektoren Ringe
123



Sektorfliche (“Dreieck”)
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o

N
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L. rcy) =5r"d¢

Radius , Bogen’
"Héhe" "Grund-
linie"
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S
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)
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|

7h
H
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e,

e

X
%Y
<

e
Q

s

H
s
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Sektorfliche (“Dreieck”)

_1.2
-~ r - rc%¢ —Erd¢

2 7
Radius, Bogen’
"Héhe" "Grund-
linie"

Kreisflache:
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X
N
L

O
5‘
RS

.
0‘:
X
%

Saull

Ringfldche (“Strafle”)

N,
¢

e
>
%

%%

[7

()

0%
D

R
< <Y
[/
0N
\?’///4 ‘

@
o35
R
AR

X “‘

.
.
O\
N
W

2wp- dp =2mpdp
LéiIlge Brz:ite

9
[

#
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Ringfldche (“Strafle”)

2wp- dp =2mpdp
T

Linge Breite

Kreisflache:

127



RS
ST

“Viereck™ (fast Rechteck)

&R
&S
%

X
0,:“
g

3
%
55

[7
[
2

P%W)‘ dp = pdodp

Linge Breite

>,

A /{/2

i

S
35S
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“Viereck” (fast Rechteck)

Q
o
<
o
Q
|

L
S 5
o

=
S 9
dT.nm%
QL A

Kreisflache:

R
@\
~

pdgdp=[| [ pdg |dp
OL O
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> Int( Int(rho, phi=0..2%P1 ), rho=0.r)
= 1nt( int(rho, phi=0..2*P1 ), rho=0.r);

oAl T
J.J. pdbdp=r’m
0

0
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> Int( Int(rho, phi=0..2%P1 ), rho=0.r)
= 1nt( int(rho, phi=0..2*P1 ), rho=0.r);

Foa2 T
[[vaip=ren

> Int( Int(rho, rho=0..r), phi=0..2*P1)
= 1nt( int(rho, rho=0..r ), phi=0..2%P1);

P o

J. J.pdpdq)—r
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1tr3

4
3

‘G(ugel

Kugelvolumen
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Achtelskugel

1| V1-y
I = ” \/l—xz—yzdxdyzj. J \/l—xz—yzdx dy
A 0 0

T
Viertels- B 1 1
kreis
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Achtelskugel

1
I = ” \/l—xz—yzdxdyzj.
1% 0

Viertels-
kreis

Formelsammlung

J\/az—xz dxz%\/az—x2 +a2

2

Bei uns: ¢ =1— y2

J \/l—xz—yzdx
N O J

'

I

arcsin(%) +C
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\/l—yz
I = J \/l—xz—yzdx
0
Formelsammlung

2
j\/az — x% dx = %\/a2 — x? +a7arcsin(§)+C

Bei uns: ¢ =1— y2



I = J \/l—xz—yzdx
0

Formelsammlung

J\/az—xz dng\/azz—x2 +

2

Bei uns: a” = -y

2
a

2

arcsin(%) +C

1-y
1-y* .

I =] £J1-y% = x? Y arcsin| —=

1 [2\/ 2 -2 (l)



Jio?
= J \/l—xz—yzdx
0

Formelsammlung

2
J\/az — x% dx = %\/a2 — x? +a7arcsin(%)+C

Bei uns: a” =1— y2

l—y2

-y .

11:[%\/1—y2—x2+ 2y arcsm( 1x2n |
-y 0

\/ I-y l—y2
I = 1- y —1 y )+—arcs1n

2

0

2

arcsin(l):—



Jio?
= J \/l—xz—yzdx
0

Formelsammlung

2

J\/az — x% dx = %\/a2 — x? +a—arcsin(%)+C

2 2

Beiuns:a” =1-y

2

T 1oy2 1=y
I = %\/1—y —x“ + 2y arcsin 1x - |
-y 0

I = F\/ly—ly)

0

1- 1-
+ Ty arcsin ( 4

2

arcsin(l):—
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Achtelskugel

1
[ = H \/l—xz—yzdxdyzj J \/1—x2—y2dx dy
A 0 0

1 - ~

Viertels- _T ( _ 2)
kreis B Il 1 Y
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Achtelskugel

1|1y
[ = H \/l—xz—yzdxdyzj J \/1—x2—y2dx dy
A 0| 0 5
Ve =)
1
=5 [(1-5)ar -
0
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Achtelskugel

1|1y
[ = H \/l—xz—yzdxdyzj J \/1—x2—y2dx dy
1% 0 0 g
Ve h=3{(-")

=%(})(1—y2)dy=%(y—%jl
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Achtelskugel

1] V1=
I = H \/l—xz—yzdxdyzj J \/1—x2—y2dx dy
A 0 0
0 ~
Ve h=5{(1-»’)

1
=3 f(1-)os=5(o- 5 1 =50-4)=3
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Achtelskugel

1|1y
[ = H \/l—xz—yzdxdyzj J \/1—x2—y2dx dy

1%1 0 0 g
Ve =)
nl 2 T y3 ! T 1 T
=5 (1= )dy=z(y—?j|:z(1‘§):€

0 0 =

3

_o.m_4
Wollkugel =8 ¢ =3 T
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Achtelskugel

> Int( Int(sqrt(1-xA2-yA2), x=0..sqrt(1-y*2)), y=0..1)
= nt( int(sqrt(1-x"2-yA2), x=0..sqrt(1-y*2)), y=0..1);

J.J. \/l—‘{‘“—} dxd}—%
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Nochmals Kugelvolumen
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Kugelkoordinaten

146



Kugelkoordinaten

Kugel mit Radius r :

A={(p.9.2) pel0.r} p[-%,%] Ae[0,2n]]
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"Quader"-Volumen:

pdgpdicos(p)dp=p? cos(p)dpdpda
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"Quader"-Volumen:

pd¢ pdicos(¢)dp = p* cos(¢)dpdpdA
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"Quader"-Volumen:

pd¢ pdicos(¢)dp = p* cos(¢)dpdpdA

Kugelvolumen:

2n
J-H p2 cos(¢)dpdgdA = J
A 0

'*—;Nl?]

I
NS

do

dA
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"Quader"-Volumen:

pd¢ pdicos(¢)dp = p* cos(¢)dpdpdA

Kugelvolumen:
ol 5 [r 1
J-HPZ cos(¢)dpd¢dA = JZt _T Jpz cos(¢)dp |do |dA
A 0 —g | 0 |

'*—;Nl?l

21 r
” p2 cos(¢)dpdodA = J Jpz cos(¢)dp |do |dA
A 0 0

I
N[
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Iy = [ p? cos(¢)dp = - cos(9)
0
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r
3

Iy = [ p* cos(9)dp = Z-cos(9)
0

2T %
[[] p*cos(9)dpdpdr= || |
A 0




r
3

I = jpz cos(¢)dp = %cos(q))

dg

dA




r

0
2T % r
” p2 cos(¢)dpdedA = J J Jpz cos(¢)dp |d¢ |dA
A 0 (-2 0 )
et
_ I _
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W [N
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N~
o
I
SN[\
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— (3
—
o
(\®)

@)

o

77
—
=-
N
o,
o

2T
Jjjpzcos(¢)dpd¢dlz J do |dA
A 0

(SP!
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12:— 3

W |

2T % r
JI] p* cos(g)dpdoar= [ | [ | [p*cos(g)dp
A 0|-Z|0

N[

d¢

2T
p?cos(¢)dpdedi= [ 2r°dA
JIf J 3
A 0

dA



~
\®)
I
W |
~

— 0|3

2T
JI] p? cos(9)dpdgdr= [ | || [p*cos(¢)dp (do |d
A 0

(\ORp |

2
JI] p* cos(9)dpdgda = f%r3dz=%r3j di="4m
A 0 "

;\f—/
2T
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> Int(Int( Int(rho”2*cos(pht), rho=0..r),phi=-
Pi1/2..P1/2), lambda=0..2*P1)
= int(int( int(rho*2*cos(pht), tho=0..r),phi=-
Pi/2..P1/2), lambda=0..2*P1);
2m L1/2T ar 4
J. J. J.pzcns(q))dpd¢dl=§r*3n
0 “-12n"0
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