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1 Extrema

1.1 Erinnerung

Fiir eine Funktion y= f (x) einer Variablen fanden wir:
Extremum = f’(x)=0;die Umkehrung ist falsch
f7(x)<0,f’(x)=0 = Maximum

f7(x)>0,f'(x)=0 = Minimum

Wendepunkt = f”(x)=0; die Umkehrung ist falsch

1.2 Regeln fur Extrema

Fiir eine Funktion z = f(x,y) zweier Variablen gelten entsprechende Regeln:

Extremum = grad(f)= 0,dh. fx =0 und f; =0; die Umkehrung gilt nicht

Als weiteres Kriterium brauchen wir eine aus zweiten Ableitungen gebildete Determi-

nante:
foo Fo
A= foofyy = fo = deﬂ D
yy Xy fyx fyy

Damit gilt dann:

grad(f)=0 und A>0, fo>0 = isoliertes Minimum

(f)

grad( f ) =0 und A>0 s o <0 = isoliertes Maximum
(f)
(f)

grad(f)=0 und A<0 = Sattelpunkt
0

0 und A=0 keine Aussage moglich




Hans Walser: Modul 115, Extrema, Integration

1.2.1 Beispiele
1. Beispiel: f(x,y)=xy.

Es ist grad(f)= [y} ,also grad(f)(0,0)= [8} =0 . Ferner ist:
pt
Jox =0 fiy =1
fix=1 fyy=0

also

son-e7 ]2 ])-

Im Ursprung haben wir somit einen Sattelpunkt.

=

SN

f(x,y)=xy, Sattelpunkt im Ursprung
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2. Beispiel: f(x,y)= x> —3xy? (Affensattel)

3x2 - 3y2

0| - .
,also grad(f)(0,0)= [ } =0 . Ferner ist:
—6xy 0

Es ist grad(f):{

fxx:6x fxy:_6y
fyx =—6y fyy =—6x

A(x,y) = det T fo =det[[ ox _6yD=—36x2—36y2
fyx fyy _6y —6x

und somit A(O, 0) =0 . Es ist also keine Aussage moglich.

also

f(x.y)= x> = 3xy°. Der Affensattel ist kein gewdhnlicher Sattelpunkt
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. )
3. Beispiel: f(x,y)=x"+y
i 2x o - .
Es ist grad(f)= 5 ,also grad(f)(0,0)= 0 =0 . Ferner ist:
y

fxx:2 fxyZO
fyx:O fyy:2

Alx,y)= detH?yj ;ZD = det([(z) ZD =4

Somit ist auch A(O, O) =4 >0, und wir haben ein Extremum. Wegen f,, (0, 0) =2>0
handelt es sich um ein isoliertes Minimum.

also

<

f(x,y) = x° +y2, isoliertes Minimum im Ursprung
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4. Beispiel: f(x,y)=x* —2xy+y? =(x— y)2

2x—-2y

1 d( )(oo)—o—()F ist:
_2x+2y , alSO gra f , = 0 =0V . remer ist

Es ist grad(f)= [

fxx:2 fxy:_z
fix==2 fyy=2

A(x,y)= det[[fyj j:;ﬂ] - det([_zz _22D =0

Wegen A =0 ist keine Aussage moglich.

also

fxy)=2* = 2xy+y* =(x-y)

Der Funktionsgraph ist ein Tal mit der Talsohle y = x; der Ursprung ist zwar ein Mini-
mum, dieses ist aber nicht isoliert.
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2 Implizite Darstellungen von Kurven

Dieses Kapitel ist eine Vorbereitung fiir das nidchste Kapitel iiber Extrema mit Neben-
bedingungen.

2.1 Beispiel: der Kreis
Beispiel: In der Gleichung X2+ y2 —1=0 des Einheitskreises hdngen x und y vonei-
nander ab.

Konnen wir das eine durch das andere explizit (nach einer bestimmten Variablen ausge-
rechnet) ausdriicken?

Mogliche Vorschlidge (und ihre Kritik):

Y=g+ (x) = ﬁ , gibt nur oberen Halbkreis
y=g_ (x) =—\1-x2 , gibt nur unteren Halbkreis
x=h,(y)= ﬂ : gibt nur rechten Halbkreis
x=h_ ( y) = —ﬂ , gibt nur linken Halbkreis

Wir konnen also nicht den ganzen Kreis durch eine explizite Funktion darstellen.

Die implizite Kreisgleichung X2+ y2 —1=0 kann aber mit einer Funktion von zwei

Variablen in Verbindung gebracht werden, nimlich f (x, y) =x>+ y2 —1. Der Einheits-
kreis entspricht dann gerade der Niveaulinie zum Niveau Null. Die Niveaulinie fiir das

Niveau c¢ ist wegen f (x,y)=x2+ y2—1=c dann der Kreis mit dem Radius

r=~c+1.

2

Niveaulinien von f(x,y)= x> +y> -1

fir die Niveaus -1,-0.5,0,0.5,1, 1.5, 2, 2.5, 3
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2.2 Tangenten an Niveaulinien
Gesucht ist die Tangente an eine Niveaulinie f(x,y)=c im Beriihrungspunkt (xo ,yo) .

Da der Gradient von der Funktion f rechtwinklig zu den Niveaulinien steht, ist er auch
rechtwinklig zur gesuchten Tangente. Er ist also ein Normalvektor der gesuchten Tan-
gente.

Erinnerung

In der impliziten Geradengleichung ax +by+d =0 sind die Koeffizienten a und b ge-
rade die Komponenten eines Normalvektors dieser Geraden:

a
Gerade g: ax+by+d=0 hat Normalvektor 7 = [b}

Somit ist ein Normalvektor der gesuchten Tangente der Gradient der Funktion f:

fie(x0-30 )}

i = grad(f(xo,)’O )) - |:fy(xO,)’O)

Fiir die Tangente an die Niveaulinie f ( x,y) = ¢ erhalten wir somit die Geradenglei-
chung:
' (xo’y0)+ )’fy(xo,yo)+d =0

Fiir die Bestimmung von d iiberlegen wir, dass diese Gleichung auch im Beriihrungs-
punkt (xo ,yo) gelten muss, also: x f; (xo )0 ) +Yofy (xo Y0 ) +d=0

Daraus ergibt sich: d = —(xofx (xo Y0 ) + yofy (xo )0 ))

Somit gilt:

Tangente an Niveaulinie f (x, y) = ¢ im Beriihrungspunkt (xo , yo) :

(x=x0) e (%0.30) + (y=30) f3 (%0.30) =0
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2.2.1 Beispiele

1. Beispiel: Der Kreis mit dem Radius r hat die Gleichung X2+ y2 —r2=0. Wir su-

chen die Tangente im Punkt (xo ,yo) .

Vorgehen: Der Kreis ist die Niveaulinie der Funktion f (x, y)
veau Null. Es ist:

fi=2x 1 fi(x0.30)=2%
=2y 5 f(x0.50)=2%
Damit ergibt sich zunichst:
(x=20)2x0 +(y=0)2y0 =0
oder:
X0 + 30 =36 + 35

und wegen xg + y(% = r? schlieBlich:

XX0 +yy0 =r2

= x? +y2 —r? zum Ni-

Beispiel im Beispiel: Gesucht ist die Tangente an den Kreis mit Radius » =5 im Punkt

(3, 4) . Wir erhalten die implizite Tangentengleichung 3x +4y =25 oder explizit:

Kreis und Tangente
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2. Beispiel: Die Standardparabel hat die Gleichung y = x2 , ist also Niveaulinie von

f (x, y) =y— x? fiir das Niveau Null. Gesucht ist die Tangente im Punkt (%, %) . Aus

fe==2x o (5 )=
—1 . 1 1)_
fy=1: fy(E’Z)_l
Ergibt sich die implizite Tangentengleichung (x — %) (=1)+ ( y— %) -1=0, oder expli-
zit:
y=x—1
T 0.5
—t— A
1.5 1 -0.5 0.5 1 1.5
T -0.5
T -1

Parabel und Tangente
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3 Extrema mit Nebenbedingungen

3.1 Problemstellung

Wo ist das Maximum auf dem Wanderweg von Rodersdorf nach Mariastein?

Rodersdorf

Mariastein
Usserholz
Wanderweg

Wir haben eine Funktion f(x,y), die wir als ,,Geléinde* interpretieren, sowie eine Ne-

benbedingung ¢(x,y) =0, die wir als implizite Wegdarstellung interpretieren.

3.2 Lésungsidee

Gesucht sind die Extrema von f(x,y) unter der Nebenbedingung ¢(x,y)=0, in unse-
rer Interpretation also der hochste oder tiefste Punkt auf dem Weg.

(x0, y0)

Q9

Weg im tiefsten Punkt tangential an Niveaulinie

Da der Weg im Extrempunkt (xo, yo) tangential an die Niveaulinie ist, haben wir dort

parallele (oder antiparallele) Gradienten. Im Extrempunkt (XO ,yo) gilt also:
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grad(f)(xg.y0) = A-grad(¢)(xo.0)
Dabei ist A eine von Null verschiedene Zahl.

Wir konnen nun unser Problem so formulieren:

Zu einer Funktion f(x,y) und der Nebenbedingung ¢(x,y)=0 suchen wir (xq,yp)
S0, dass:

grad(f)(x0.y0) = A - grad(¢)(x0.¥0)

Zur Losung verwenden wir folgenden Trick: Wir definieren eine Hilfsfunktion
F(x,y,/l) wie folgt:

F(x,y,A)= f(x,y) = 2¢(x,y)
Und nun suchen wir den Ort, wo der Gradient dieser Hilfsfunktion verschwindet:
F, fe— Dy S(iu
grad(F)=| F, |=| fy = Ay [= 0

F) -9
Im Einzelnen heif3t das:

fe— A9 =0
fy = A9 :o} & grad(f)=2-grad(¢)
y y

-p=0 < Nebenbedingung erfiillt
3.2.1 Beispiel

2
Es sei f(x,y)=x*+y? und die Nebenbedingung ¢(x,y)= T+ y2 —1=0. Diese Ne-

benbedingung bedeutet geometrisch eine Ellipse mit den Halbachsen 2 und 1.

(@
S

Niveaulinien und Nebenbedingung
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Verschiedene Ansichten
Aus der Figur lesen wir die Extrema (i2, 0) (Maxima) und (O, t 1) (Minima) ab.

Wir wollen diese aber auch mit unserem Trick berechnen. Es ist:
2,2 22
F(x,y,l) = f(x,y) - l¢(x,y) =x"+y - )'(XT+ v - 1)

Daraus ergibt sich:

Wir erhalten somit die Losungen:
(x=i2,y:O,l:4)

(x=0,y=il,),:1)
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4 Integration in mehreren Variablen

Es geht hier um Integrale von der Form:
JJfy)dedy oder [[f fxy.2)dedyds
A A

Dabei ist A ein zweidimensionaler beziehungsweise dreidimensionaler Integrationsbe-
reich.

4.1 Erinnerung

b
J f(x)dx = ,Fliche unter der Kurve*

a

Der Integrationsbereich [a, b] ist eindimensional.

Erinnerung

4.2 Analogie

Zu einer Funktion f (x, y) berechnen wir ” f(x,y)dxdy als,,Volumen* mit der Grund-
A

fldche A.

z = flx,y)
/—'\
/

A y

Integral zweier Variablen
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4.3 Beispiele

1. Beispiel: f(x,y)=cos(x+y), A= [O,%} x[0,7]= {(x,y) ‘ xe [0, %},y € [O,n]}

f(x.y)

f(x,y)=cos(x+y), A= [0,%} x[0,x]= {(x,y) ‘ xe [0, %},y € [O,E]}
Der groBere Teil der Fliche ist unterhalb der x,y-Ebene, es ist daher ein negatives Integ-

ral zu erwarten. Das Integral berechnen wir in zwei Schritten, indem wir zuerst iiber x
integrieren und dann iiber y.

=
Izjjf(x,y)dxdyzj Tcos(x+y)dx dy
A 0|0
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Die Reihenfolge der Integration spielt keine Rolle; natiirlich miissen die Integrations-
grenzen entsprechend beriicksichtigt werden.

Im Folgenden die Integralberechnung mit Maple in beiden Reihenfolgen:

> Int( Int(cos(x+y), x=0..Pi/2 ), y=0..Pi) = int( int(cos(x+y), x=0..Pi/2 ), y=0..Pi);

1

T
TT

JJ cos(x + y) dx dy = -2
0’0

> Int( Int(cos(x+y), y=0..Pi ), x=0..Pi/2) = int( int(cos(x+y), y=0..Pi ), x=0..Pi/2);

1
7% n

J J cos(x + y) dy dx = -2
o "o

2. Beispiel: Die Kreisflidche

Die gesamte Kreisscheibe ist in Polarkoordinaten durch

A={(p.9)|pe(0.r).¢ €[0.2n]}
gegeben.

Wir berechnen nun die Kreisfldche auf drei verschiedene Arten.

‘YVV
vy,

D

1, %

5

Sektoren und Ringe
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\\‘
W

Berechnung iiber infinitesimal kleine Sektoren:

7
','otost‘
zsanry

,
l,"

7

¢!
S
S
N\

Sektor als ,,Dreieck*

Berechnung iiber infinitesimal schmale Ringe

Ring als ,,StraBe*“

16
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Berechnung iiber infinitesimal kleine Rechtecke:

Kleines Rechteck

Ein infinitesimal kleiner Ausschnitt aus der Kreisscheibe ist anndhernd ein Rechteck mit
der Flache pd¢dp . Fiir die gesamte Kreisflidche finden wir

2
Kreisfliche = [[ pdgdp = j[ jnpdq;]dp - j[pZn]dp - Zon=m?
A OLO 0

3. Beispiel: Kugelvolumen

Mit f (x ,y) =41- X2 - y2 wird die obere Halbkugel mit Radius r =1 beschrieben. Fiir
unsere Volumenberechnung beschrianken wir uns auf den Viertel mit x>0 und y>0;
wir erhalten somit einen Achtel des Kugelvolumens.

y

A

Ein Achtel der Einheitskugel, Integrationsbereich
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Der Integrationsbereich A ist in diesem fall kein Rechteck, sondern ein Viertelskreis. Zu
gegebenem y ist x € [O, V1- y2 ] .

Fiir das Volumen der Achtelskugel erhalten wir:
IR
I=”\/1—xz —y2 dxdyz_[ J \/1—x2 —y2 dx |dy
A 0 0

Beim inneren Integral haben wir nun eine variable obere Grenze. Zur Berechnung die-
ses inneren Integrals verwenden wir folgende Formel aus der Formelsammlung:

2
.[ az—xzdx=§ a® - x? +“7arcsin(§)+C

In unserem Beispiel ist a’=1- y2 . Damit ergibt sich:

Nun koénnen wir das Integral / berechnen:

Esistalso /= und damit das Volumen der Einheitskugel 8/ =8¢ = %TC :
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4. Beispiel: Nochmals Kugelvolumen

Wir konnen aber die Kugel analog dem Vorgehen bei der Kreisscheibe unterteilen,
diesmal in infinitesimal kleine Quaderchen. Zur koordinatenmifigen Erfassung ver-
wenden wir Kugelkoordinaten: p ist der Abstand vom Ursprung, ¢ die geographische

Breite und A die geographische Liange. Fiir die Vollkugel mit Radius r gilt dann:
A= {(p,q),l)‘ pe [O,r], oe [—%, %}, Ae [0,275]}

Z

A

2 T,

Kugelkoordinaten

Unterteilung der Kugel

Ein solches Quaderchen hat dann das Volumen:

pde pdicos(¢) dp = p* cos(¢) dp d¢ dA .

Fiir das Volumen der Vollkugel brauchen wir das Dreifachintegral:

2n 7 r
Kugelvolumen = ”J p2 cos(¢) dp dg dA = j _2[ !Jpz cos((/))dp}d(]) dA
A 0|-ZL0
2
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5 Zusammenstellung

5.1 Extrema bei Funktionen von zwei Variablen
Extremum = grad(f ):6, dh. f,=0 und f,=0; die Umkehrung gilt nicht

HilfsgroBe: A:fxxfyy _fxzy :detﬂfxx fxyD

fue fr
grad(f)= 0 und A>0, fo>0 = isoliertes Minimum
grad(f)= 0 und A>0, fo <0 = isoliertes Maximum
grad(f)= 0und A<O0 = Sattelpunkt
grad(f)= 0 und A=0 keine Aussage moglich

5.2 Implizite Darstellung einer Kurve als Niveaulinie
f(x,y)=c Beispiel Kreis: f(x,y)= X%+ y2 —-1=0

Tangente an Niveaulinie f(x,y)=c im Beriihrungspunkt (xo , yo) :
(x=x0) e (%0.30) + (y=30) f3 (%0.30) =0

5.3 Extremum einer Funktion unter einer Nebenbedingung

Hilfsfunktion: F(x,y,A)= f(x,y)— A¢(x,y)

F, fe— A0, S(ill
grad(F)=| F, |=| fy - Ay [= 0

£y, —0
5.4 Mehrfachintegrale

[[reeyydxdy oder ][ f(x.y.2)dxdydz
A A

Wie bei Klammern von innen nach aulen arbeiten.



