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Modul 205: Binomialverteilung



Kurzzug durch die Kombinatorik



Kurzzug durch die Kombinatorik
# Worter mit {A, M, O} ?



Kurzzug durch die Kombinatorik
# Worter mit {A, M, O} ?




Kurzzug durch die Kombinatorik
# Worter mit {A, M, O} ?

AM.
A..<

AOQ.




Kurzzug durch die Kombinatorik
# Worter mit {A, M, O} ?

AM.
A..<

AOQ.

MA.
MO.
OA.
0..<
OM.



Kurzzug durch die Kombinatorik
# Worter mit {A, M, O} ?

AM.—— AMO
A..<

AO. 7 AOM

MA.—— MAO
MO.—— MOA
OA. —— OAM
0..<
OM.—— OMA



Kurzzug durch die Kombinatorik

n Elemente kOnnen

auf n! Arten

in eine Reihenfolge gebracht werden.

Es gibt n! Permutationen von n Elementen



Kurzzug durch die Kombinatorik

3628800

39916800

479001600

6227020800

24

87178291200

120

1307674368000

720

20922789888000

5040

355687428096000

40320

6402373705728000

n
0)
1
2
3
4
5
6
7
8
9

362880

121645100408832000

ek
-]

3628800

2432902008176640000



Kurzzug durch die Kombinatorik

n!

3628800
39916800
479001600
6227020800
24 87178291200

120 1307674368000

720 20922789888000
5040 355687428096000
40320 6402373705728000
362880 121645100408832000
3628800 2432902008176640000

H Tabelle Seite 1

n
0)
1
2
3
4
5
6
7
8
9

ek
-]



Wer die Wahl hat, hat die Qual

Dre1 aus {A, M, O, R, E} und anordnen.
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Dre1 aus {A, M, O, R, E} und anordnen.

N —p
>~ —p
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Dre1 aus {A, M, O, R, E} und anordnen.

N —p
= —
w5 —p
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Dre1 aus {A, M, O, R, E} und anordnen.

N —p
= —
w5 —p

5.4-3
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Dre1 aus {A, M, O, R, E} und anordnen.

N —p
= —
w5 —p

_ 5-4.3-2-1
5:4.3=34321
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Dre1 aus {A, M, O, R, E} und anordnen.

s

_ 54321 _ 5!
5:4-3= 21 2!
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Dre1 aus {A, M, O, R, E} und anordnen.

4

s

4.3-54321_51_ 5!
>c4-3= 21 21 (5-3)!
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Dre1 aus {A, M, O, R, E} und anordnen.

s

4 2_54321_51_ 51 _ 120 _
5-4-3= 21 2! (5-3)! 2 =60
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Auswihlen und anordnen

k Plitze >

Auswaihlen und anordnen
# Moglichkeiten

n(n—l)---(n— k+1) = (nf;{),
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Dre1 aus {A, M, O, R, E} und anordnen.

il

4 2_54321_51_ 51 _ 120 _
5-4-3= 21 2! (5-3)! 2 =60

Es gibt 3! = 6 Anordnungsmaoglichkeiten.
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Dre1 aus {A, M, O, R, E} und anordnen.

il

4 2_54321_51_ 51 _ 120 _
5-4-3= 21 2! (5-3)! 2 =60

Es gibt 3! = 6 Anordnungsmaoglichkeiten.

Verzicht auf Ordnung:
Durch 3!=6 dividieren
10 Auswahlmoglichkeiten
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Dre1 aus {A, M, O, R, E} ohne anordnen.

543 _ 54321 _ 5! _ 5t 120 _ 10

12:3 12321 3120 31(5-3)! 62

Es gibt 3! = 6 Anordnungsmaoglichkeiten.

Verzicht auf Ordnung:
Durch 3!=6 dividieren
10 Auswahlmoglichkeiten
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Wer die Wahl hat, hat die Qual

Aus n deren k auswihlen:

n(n—l)---(n—k+1) 7!

"n tief k"

"n choose k"
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Tabelle Seite 2

n
k!(n—k)!

n
(n—k)! k!

Il
R

|

(

J=10

\O —
') — | \O
<+ | 2
e B
S = It
— | \O
O —
=2

~ | \O
Ny

24



ny\_ n! _ n! ) .
(k) k) k! k' (n—k)! Binomische Formel

(a+b)* =1a® +2ab+1b>

(a+b)° =1a> + 3a’b + 3ab® + 1>



| |
(Z) = (n—’//:)! T k!(n;k)! Binomische Formel

2 _ 1a2 +2ab + lb2

3 _ laz3 + 3a2b + 3ab2 + 1b3

(a+D)

(a+D)

(a+b)* =1a* + 4a°b + 6a°b? + 4ab> + 1b*

(a+b)° =1a° +5a*b+10a°p* +10a%b> + 5ab* +1b°
(a+D)

6 —14% +6a°b+15a*b2 + 2040 +154%b* + 6ab° +1b°

(a+b)" = E(Z)an_kbk

k=0 26



| |
(Z) = (n—’//:)! T k!(n;k)! Binomische Formel

=la+1b

= 1a2 +2ab + lb2

(a+b)

(a+b)

(a+b)

(a+b)° =1a> + 3a’b + 3ab® + 1>
(a+b)* =1a* + 4a’b+ 6a°b* + 4ab> + 1b*

(a+b) =1a° + 5a*b+10a°b* +10a°b° + 5ab* +1b°
(a+b)

=1a% + 6a°b +15a*b% + 204> +15a%b™ + 6ab° + 1b°

(a+b)" = E(Z)an_kbk

k=0 27



Pascalsches Dreieck

Blaise Pascal, 1623-1662
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Kopf oder Zahl

Erfolg oder Misserfolg
Maidchen oder Knabe
To be or not to be

1 oder O

Er liebt mich / liebt mich nicht
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Genau zwel moglichen Ausginge:

Bernoulli-Experiment

30



Jacob Bernoulli, 1655 - 1705

31



Original in der Aula des Museums der Kulturen

Jacob Bernoulli, 1655 - 1705
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Bernoulli

Nicolaus
1623-1708

Jacob I Nicolaus
1654-1705 1662-1716

Johann I
1667-1748

Nicolaus | Nicolaus II
1687-1759 1695-1726

Daniel
1700-1782

Johann II
1710-1790

Johann III Jacob 11
1744-1807 1759-1789
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Genau zwel moglichen Ausginge:

Bernoulli-Experiment

Beispiel: Wiirfelwurt:

Fiinf oder nicht fiinf
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Genau zwel moglichen Ausginge:

Bernoulli-Experiment

Beispiel: Wiirfelwurt:

Fiinf oder nicht fiinf

p = P(Erfolg) = <

35



Bernoulli-Kette:

Folge von gleichen Bernoulli-Experimenten.

36



Beispiel:
Wir werfen einen Wiirfel vier Mal hintereinander.
,Erfolg” ist jeweils die Augenzahl fiinf.

p = P(Erfolg) = +

37



Binarer Baum

(J
()
Erfolg °
Start ()
Misserfolg ®
(J
(J
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Binarer Baum

@
()
1
Erfolg 6 °
Start ()
Misserfolg % ®
()
(
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Binarer Baum

1 O
6
o
Erfolg % [Xe
Start ()
' 5
Misserfolg 2 % ®
(J
6 (J
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Binarer Baum

Erfolg
Start

Misserfolg

S
6

1
6
(J

6

1

(_

6

4
) Vier mal Erfolg
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Binarer Baum

Erfolg
Start

Misserfolg

S
6

1
6
(J

6

—~

| 2=
~——
A #

Dre1 mal Erfolg,
ein Misserfolg
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Binarer Baum
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Binarer Baum

Misserfolg

49
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o

Verteilung:



Binarer Baum

[E—

Erfolg AKX e

Start ()

Misserfolg % ®

1
6
(J

e

Verteilung:

0.00077
— 0.00385
— 0.00385
0.01929
— 0.00385
0.01929
0.01929
0.09645
— 0.00385
0.01929
0.01929
0.09645
0.01929
0.09645
0.09645
0.48225
1 4 6 4 1 50



# Fille P, k)

51



# Fille P, k)




# Fille P, k)
4

5




# Fille P, k)




Binomialverteilung
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Binomialverteilung

p (k) =(H) ()

Anzahl Versuche ‘
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Binomialverteilung

‘Anzahl Erfolge ‘

Anzahl Versuche ‘
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Binomialverteilung

‘ Anzahl Erfolge ‘

Anzahl Versuche ‘

Binomialkoeffizient
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Binomialverteilung

Erfolgswahrscheinlichkeit

‘Anzahl Erfolge ‘ im Einzelversuch

Anzahl Versuche ‘

Binomialkoeffizient
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Binomialverteilung

Erfolgswahrscheinlichkeit
‘Anzahl Erfolge ‘ im Einzelversuch

Anzahl Versuche ‘ Binomialkokffizient

Misserfolgswahrscheinlichkeit
im Einzelversuch

60



# Fille P, k)
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# Fille P, k)

(%)4 ~0.48225

4-1(3)" =0.38580

2 2
) ~0.11574

3
1\ 5 4

4
) ~0.00077




Tabelle Seite 4

k= #Erfolge| # Fille P,(k)
0 (2)" ~048225 | 0482
! 4 4-1(2) 038580 | 0.386
2 2
5 6 6-(+)(3) =0.11574 | 0.116
3 4 4. (%)3%zo.01543 0.015

4 1 ()" =0.00077 | 0.001
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# Fille P, k)

(%)4 ~0.48225

4-1(3)" =0.38580

2 2
) ~0.11574

3
1\ 5 4

4
) ~0.00077

Summe = 0.99999
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# Fille P, k)

(%)4 ~0.48225

4-1(3)" =0.38580

2 2
) ~0.11574

3
1\ 5 4

4
) ~0.00077

Summe = 1
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0.482

0.386

0.116

0.015

0.001

Histogramm

0.3

0.2

0.1

k = # Fiinfer
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Py (k) Histogramm

0.386

0.3
0.116

0.2

0.015

0.1

0.001

0 k = # Fiinfer
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0.482

0.386

0.116

0.015

0.001

Histogramm

k = # Finfer
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0.482

0.386

0.116

0.015

0.001

Py (k) Histogramm

k = # Finfer
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Histogramm

Simulation mit 6000 Viererwiirfen

0.482

0.386 < 3000 Anteile:
E Null Fiinfer: 049167
= 9000 Ein Fiinfer:  0.37400

0.116 > Zwei Fiinfer: 0.11467
= 1000 Drei Fiinfer:  0.01883
N .

0015 Z Vier Fiinfer:  0.00083

O 1 2 3 4
0001 Anzahl Funfer
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Binomialverteilung allgemein
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Binomialverteilung

Erfolgswahrscheinlichkeit
Anzahl Erfolge ‘ im Einzelversuch

Anzahl Versuche ‘ Binomialkoefﬁzient

Misserfolgswahrscheinlichkeit
im Einzelversuch  g=1-p

72



Beispiel

Miinzenwurt. Erfolg = ,Kopf™“. n=4. p=¢g =

1
2

73



Beispiel

Tabelle Seite 4

Miinzenwurf. Erfolg = ,Kopf*“. n=4. p=¢g = 51

p 0.5
n k
4 0 0.063
4 1 0.250
4 2 0.375
4 3 0.250
4 4 0.063
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0.2

0.1

S
|
LN
[

D [—

k = # Kopfe
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S
|
N
[
DN [—

k = # Kopfe
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Summative Binomialverteilung:

Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben wir

hochstens x Erfolge auf n Versuche?

77



Summative Binomialverteilung:

Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben wir

hochstens x Erfolge auf n Versuche?

Pk x)= P(0)+ B(1) + -+ Py(x) = SP,(K

78



Eine Miinze wird 8-mal geworfen. n=8, p=¢g = 51

P(5 - mal Kopf) = B(5) =

P(hochstens 5 - mal Kopf ) = By(k <5) =

P(mindestens 5 - mal Kopf) = By (k> 5) =

79



Eine Miinze wird 8-mal geworfen. n=8, p=¢g = %

P(5 - mal Kopf) = K(5) = 0.219 (nicht summativ!)

P(hochstens 5 - mal Kopf ) = By(k <5) =

P(mindestens 5 - mal Kopf) = By (k> 5) =

Tabelle Seite 5
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Eine Miinze wird 8-mal geworfen. n=8, p=¢g = %

P(5-mal Kopf) = B(5)= 0.219 (nicht summativ!) | Tabelle Seite 5

P(hochstens 5 -mal Kopf ) = By(k <5)= 0.855 (summativ)

Tabelle Seite 8

P(mindestens 5 - mal Kopf) = B(k > 5) =
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Eine Miinze wird 8-mal geworfen. n=8, p=¢g = %

P(5-mal Kopf) = B(5)= 0.219 (nicht summativ!) | Tabelle Seite 5

P(hochstens 5 -mal Kopf ) = By(k <5)= 0.855 (summativ)

Tabelle Seite 8

P(mindestens 5 - mal Kopf) = B(k>5)=1 - 0.637 =0.363
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Eine Miinze wird 8-mal geworfen. n=8, p=¢g = %

P(5 - mal Kopf) = K(5) = 0.219 (nicht summativ!)

Tabelle Seite 5

P(hochstens 5 -mal Kopf ) = By(k <5)= 0.855 (summativ)

Tabelle Seite 8

P(mindestens 5 - mal Kopf) = B(k>5)=1 - 0.637 =0.363

R(3<k<5)=0.855-0.145=0.710

83




Ein Wiirfel wird 15-mal geworfen.

_ n=15, p= %
Erfolg 1st das Werfen der Augenzahl 5.

P(4 - mal Augenzahl fiinf) =Ps5(4) =

P(mindestens 3 - mal Augenzahl fiinf) = Bs(3< k) =

84



Ein Wiirfel wird 15-mal geworfen.

. n=15, p= %
Erfolg 1st das Werfen der Augenzahl 5.

P(4 -mal Augenzahl fiinf) = P,s(4) = 0.142 | Tabelle Seite 6

P(mindestens 3 - mal Augenzahl fiinf) = Bs(3< k) =

85



Ein Wiirfel wird 15-mal geworfen.

. n=15, p= %
Erfolg 1st das Werfen der Augenzahl 5.

P(4 -mal Augenzahl fiinf) = P,s(4) = 0.142 | Tabelle Seite 6

P(mindestens 3 - mal Augenzahl fiinf) = Bs(3< k) = 0.468

Tabelle Seite 9, umrechnen
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Ein Wiirfel wird 15-mal geworfen.

. n=15, p= %
Erfolg 1st das Werfen der Augenzahl 5.

P(4 -mal Augenzahl fiinf) = P,s(4) = 0.142 | Tabelle Seite 6

P(mindestens 3 - mal Augenzahl fiinf) = Bs(3< k) = 0.468

Tabelle Seite 9, umrechnen

B5(2<k<5)=0973-0.260=0.713

Tabelle Seite 9
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Gliicksrad mit Problem

OO

O O

_ _3
p_P(Q.?)_4

Nicht in Tabelle
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,Erfolg” und ,,Misserfolg” uminterpretieren
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Erwartungswert und Varianz
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X; = Anzahl Erfolge beim i-ten Versuch

w; (x) q p
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X; = Anzahl Erfolge beim i-ten Versuch

w; (x) q p

E(Xl-)zo-q+l-p=p
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Varianz

93



Varianz
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Varianz

Var(Xi)zq-(O—p) +p-(1— p)
:C]

= p*q+pq* = pg(p+4q) = pq
=1
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Nun se1 X die Anzahl Erfolge bei n Versuchen
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Eine Miinze wird n-mal geworfen. p=¢g =

n=10 ‘LL:

n =100 /,Lz

n=10000 1=

1
2
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Eine Miinze wird n-mal geworfen. p=¢g =

n=10 ‘LL: 5

n =100 /,Lz

n=10000 1=

1
2
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Eine Miinze wird n-mal geworfen. p=¢g =

n=10 ‘u: 5

n =100 /,L:

n=10000 1=

1
2

c=1.5811
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Eine Miinze wird n-mal geworfen. p=¢g = 51

n =100 p= 50 0=

n = 10000 U= 0=

100



Eine Miinze wird n-mal geworfen. p=¢g =

n=10

n =100

n =10000

n=>5

1
2

o=1.5811
o= 5
O =

101



Eine Miinze wird n-mal geworfen. p=¢g =

n=10

n =100

n =10000

n=>5

u= 5000

1
2

o=1.5811
o= 5
O =
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Eine Miinze wird n-mal geworfen. p=¢g = 51

n=10 u=5 o=15811

n =100 1= 50 c=5

n =10000 = 5000 o= 50
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Eine Miinze wird n-mal geworfen. p=¢g = 51

n=10 U= 5 o= 1.5811
n=100 u= 50 o= 5
n=10000 ©= 5000 o= 50

Die Streuung wird relativ immer kleiner
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